thales

ORNADAS MATEMATICAS

tma |

abril 1982

sevilla



INDICE

0] Lo L« 0T P I PSPPSRI .. 5
Relacion de asistentes.........cccvveeeneennes
Conferencias y COmMité Organizator. .....ocueeriieiierieniseri st 21
Resuitados de la Encuesta sobre valoracion de las Jornadas 22
COMUNICAAO A8 CLAUSUIA v..eveeevieereeceeieesinee st ees e esb s e e s e e sessencaa st s s b s sn e s sae e sb b e s nanaan Aerromroo 25
Resumenes de las Conferencias pronunciadas por los Profesores:

E. Castelnuovo 27

M. Glaymann........ 35

P. Llorente......cccccvvenriierinennnnnneen 41
Relacion de Ponentes con indicacion de las Ponencias presetadas ... 49
RESUMENES A€ PONENCIAS ..cuveverveeceeereesteetatestemiies et et ms e s e see s st e s bbbt s e e s sse s s 81
Ponencias; Estudio de las posibilidades graficas de Ios Microordenadores standard

Agustin BIanco RUIZ, GrUPO 2007 ...ttt 67
Introduccién inductiva a algunos conceptos fundamentales de la Estadistica

A. Blanco (Grupo 2001) ¥ B. COMPOSLEIA ..ottt 93
Si Arquimedes hubiera tenido calculadora

R. Aguado, A. Blanco, R. Zamarrefio (GrUPO 20071) .ot 109
Las Urnas ;estan predestinadas?

R. Aguado, A. BIanco, (GrUPO 2001)......oucecueurrmmresiimissinsinns ittt 119
El Microcomputador para recuperacion individual del alumno.- Tema: La Parabola

E. BUDIAIES CAMINO....veereeeerieticeestsisearressseeretesie i astaresses s e rasssba s et e e e s e s e e n e e s e s s e s e s s b st n s s b st aueen 133
Una introduccién al concepto de Algoritmo y estructura general del ordenador en los niveles
de Bachillerato .

BIas Carlos RUIZ JIMEMEZ......ooveiveeieieeeseeetiestosiseisisss et e sasas st et san e st et a st ssa et as e an s ssns s o 143
Las méaquinas de calcular y el aprendizaje del célculo mental

J.M. YADAr MadinabDEitia ......covveimereereieeceiiiiieterae et b st 171
La informdtica como E.A.T.P. en el Bachillerato

J. Miguel Molina, J.M. Menendez, M. GONZAIEZ........ccoccvimmiiinninneiicens R e T 181
Notas didacticas sobre geometria: una introduccion a V? con un apoyo pratico

J VHGUET MOIINE c.ereeeeces s es s e 197
Geometria Afin

VICENS FONT, F. MOTENO ..ueeeeremnrecacecirrienreiesess s sttt e s e e 207
Una introduccion a la geometria Euclidea

M. Gonzalez, Carlos Barrios, J.M. MOIING......cviiiiciis s 235
La Geometria Afin del Plano

M. GORZAIEZ, R. HEIMANUEZ .....ovmverrininrintnsemas sttt sttt 251
Ensayo de educacion personalizada en Matematicas

M. CODAITO (GrUPO INAIMA) ... ceeeiirirtinieriireiietes st 279
£l Seminario de did4ctica del 1.C.E. como medio de perfeccionamiento didactico e innova-
ciones

VL. COBAITO cvvoveeoevsese s seesseeeeeeesesessesesesseessas s s esess et soeas et ses e s bn bR SR AL s RS et 309
Recursos Metodolégicos

GIUPO ZET0. BATCEIONE ...ovvvrriveremssssnnasesssers ettt s 317
Fichas Semiprogramadas en la ensefianza del Algebra en primero de B.U.P.

PADIO FIOrES MAITINEZ. ... .cvevecreerirersreriacressiosetsesirsssssa s tsaststsss st s st s b e a e bbb s e st absr st ntanacen 319
Las transparencias en clase de Matematicas

GrUPO ZEr0.: BArCRIONE ....cvveeriertrrirsisriscrsneseissississsssas st sssessenseess oo T OO OO D 367




Limite de Sucesiones

Marti Casadevall, Joan Estafanell (Grupo Zero)........ccceeeuserveniecreasennennes e 369
Introduccion al numero "“e” (un ejemplo del uso de la hlstona)

J.M. Martinez Blanco
Algunos problemas didacticos de Ias matematicas en primer ciclo universitario con a/gunos
repetidores

Eugenio Fedriani Martin...........ciiiinr e s 393
Como hemos trabajado en 1° B.U.P. este curso 81-82 utilizando el material elaborado por el
Grupo Zero

Carlos Llarot Casablanca............. e it =l e S S M— 407

PROLOGO

Las II Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza de las Matemdticas,
que se celebraron en Sevilla en abril de 1982 com la asistencia de mis
de 500 profesores de toda Espéﬁa, pertenecientes a todos los niveles do
centes, fueron la continuacién del movimiento ya iniciado en las I Jor-
nadas celebradas en Barcelona en Mayo de 1981. Estas reuniones de cardc
ter nacional son promovid;s por los grupos y sociedades de profesores -
que, en muy diférentes puntos-del pais; trabajan en el mejoramiento de
la diddctica de nuestra materia. En su encuentro de octubre de 1981, ce
lebrado en Ledn, dichos grupos acordaron encomendar a la recien nacida
Sociedad Andaluza de Profesores de Matemiticas la organizacién de las -
II Jornadas, fijando las lineas fundamentales de su contenido y desarro

1lo.

En la sesién de clausura de las II Jornadas se tomd el acuerdo de
publicar las actas, recogiendo las ponencias, conferencias y encuestas
realizadas. Nuestra Sociedad asumid el compromiso,nada facil, dada la -
escasez de medios disponibles, de llevarlo a cabo. Tenemos la satisfac-
cidn de preseﬁtar su publicacién, en dos volimenes, gracias en buena -
parte a la colaboracién de entidades que se citan al final de este prd-

logo.

En el indice adjunto, se verd que se ha respetado la estructura -
de las Jornadas, desarrolladas en los Seminarios de Programas, Informd-
tica, Geometria y Metodologia, bajo la forma de ponencias, que se han -
incluido con el mismo nimero de orden con que se expusieron y discutie-
ron en las reuniones. Asimismo se celebraron debates sobre la problemd-
tica de la conexién E.G.B.- Ensefianzas Medias y la conexidn E. Medias -
Universidad, a1 como sobre la .ensefianza de la Estadistica y la tan preo
cupante cuestion del fracaso escolar en Matemiticas. Hay que hacer cons-—
tar, de paso, que los trabajos se publican textualmente, como se nos han
entregado, y que los posibles errores u omisiones que pudieran observar-

se son de la exclusiva responsabilidad de sus autores.

La publicacidn de las nonencias va precedida de las conferencias
pronunciadas por los profegures Emma Casteltovo, Maurice Glayman y Pas-
cual Llorente, invitados por la organizacidn, y a los cuales testimonia

mos una vez mds nuestro agradecimiento por su valiosa colaboracidn.
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Sin la pretensi8n de hacer una valoracidn exhaustiva, que co-
rresponde mas bien a los profesores asistentes, deben destacarse co

mo aspectos notables de estas Jornadas los siguientes :

12 La gran participacién del profesorado y el alto niimero de ponen-
cias presentadas. Las Jornadas han sentado los fundamentos para
dar cauce a un extenso movimiento de profesores de matemiticas,

surgido de la base con umgran fuerza y sin estimulos oficiales.

2% La inquietud existente entre los profesores de matemiticas de to
dos los niveles, en torno a una revisién de los programas y de -
los métodos de ensefianza, asi como la preocupacién general de -
coordinar los diferentes niveles docentes con una mayor conexidn
entre ellos, tanto entre los profesores como en sus contenidos,
para llegar a una Matemitica que se ensefie sin discontinuidades

ni traumas desde la preescolar hasta los estudios superiores.

32 La necesidad de recuperar para la ensefanza general basica una -
mayor atencidn al cdlculo numérico y a las nociones geométricas,
asi como de incluir en los programas de las ensefianzas medias a
la rama olvidada en los dltimos afios : la geometrfa desde un pun

to de vista métrico y grédfico.

4% La introduccibn y utilizacidn de las calculadoras como medio para
hacer la matemdtica mis atractiva y adaptada a las exigencias ac-
tuales. Resulta ya inaplazable la implantacién de la Informitica
como materia, al menos optativa, en el plan de los estudios medios,
y como paso inmediato su inclusidén en lasE.A.T.P. (ensefianzas y ac-
tividades técnico~profesionales) en la programacidn vigente, como

ya existe en varios paises.

La Sociedad Andaluza de Profesores de Matemiticas "Thales" quie
re hacer constar finalmente su gratitud a las entidades que facilita-
ron la organizacidn y realizacidn de las II Jornadas : ELl ICE de la —
Universidad de Sevilla, el Colectivo Andaluz de Pedagogia Popular, la
Consejeria de Cultura de la Junta de Andalucia, la Diputacidn Provin
cial de Sevilla, el Ayuntamiento de esta capital y las Facultades de
Matemdticas y Ciencias Econdmicas y Empresariales de la Universidad -
de Sevilla, asi como el Monte de Piedad y Caja de Ahorros de Sevilla,

que ha. colaborado para la publicacién de las presentes actas.
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361.- Romero Pelcdm, Prancisca.

362.~ Romero Ledm, José Menuel.



396,~- Segure Hern&ndez, Concepcidn.
397.- Serresno Mertinez, Arturo.
398.~ Sierrs Vega, M& Teresa.

399.- Socas Robains, Martin,

400.- Socies Manzano, Merceder.
401.- Solena Cortiles, Mé del Pilar.
402,- Soriano Hernfndez, Juan Cerlos.

363.- Romero Moreno, Luisa M32.
364.- Romero, Leocadia.
365.~ Romero S&nchez, Sixto..
366.- Rovire, Pascual.
367.- Rovira Rubio, Nemeeia.
‘368.- Rubiales Camino, Enrique.
369.- Rubies Garrofe, M%.
370.~ Ruy-Diaz Garcia, Inmaculada.
371.~ Ruiz Doninguoz, Emilia,
372.~ Ruiz Gracia, M2 Luiez,
373.~ Ruiz Jiménez, Blas Carloes.
374+~ Ruiz Lbépez, Catelina.
375.- Ruiz Mije, Fo?, -
376.~ Ruiz de Prado, Modesto.
377~ Ruperez, Jo=é A.
378.~ Saa Rojo, M2 Dolores.
379+~ Sales Rufi, Josrep. N
380.- Selmerbdn Sémchez, Msriano.
381.- Salvador Alcaide, Adels.
382.- Sénchez Dominguez, Juan Joré.
383+~ Sénechez Garcla, M2 Victoris.
384.-~ Sanchez Millan, Aurors.
385.~ Sénchez Pladevgll, Carlos.
386.- Sénchez Segovia, Angeles.
387.- Sénchez Serrsno, Concepcidn.
388.~ Sénchez Sotelo, Angel.
389.- Sénchez Vhzquez, Gonzalo.
390.~ Sendovel Sierra, Pilar,
391.- Santoe Bravo, Refeel.

- 392.- Sentos del Pozo, M& Luz.
393.- Sanz Gbmez, M& Jeslm.
394.~ Sanz Trellez, Angel A.
395.~ Segovia Alex, Isidore.

403.- Subregz Subrez, Aurelis.
404.~ Sufirez Vézquez, Juan Antonlo.
405.~ Talavera Lore, Rosaric.
406.~ Tejada Chaves, Pedro.
407.~ Tejero Ramirez, Eugenio.
408.- Tirado Mufiez, {936 Mo,
409.,~ Torrecilla de Amo, Diego.
410.- Torrens Galvan, Francisca.
411.- Torres Alcalde, M2 Cruz.
412,.- Udina Abello, Manuel.

413.- Ureta Tejere, Cristobsl.
414.- Urgorri Rodriguez, Pilar.
‘415.- Utges, Joné M2,

416,.,~..Yacar de la Oliva, Manuel.
417.- Velderrame Ramos, Joaquin.
418.~ Valencia Docaesar, Fernando.
419.- Valle Tolosa, Joré M.
420.~ Vargas Sabadias, Angel.
421,~ Varo Gbmez de la Torre, Antonio.
422,~ Veigg, Carmen da.

423,- Vels Arrans, M8 Dolores.
424.~ Vela Torres, Manuel. .
425,- Venobell Vidal, Carmen.
426.~ Viader Canals, Pelegrin.
427.- Vicente Adame, Felipe gde.
428.~ Vidal Pino, Lorenzo.
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429.- Viers, Ana M3,

430.- Villerreys Bullido, Florencie.
431.~ Vinuese Sénchez, Carloe.

432.- Yebar Madinsbeitia, José Menuel.
433.- Zamora Merimo, Francisco.

(434.1;2iﬁ6rnno Gercis, Salvador.

g . wr
II_JORNADAS SOSRE_APRENDIZAJE Y ENSENANZA DE LAS MATERATICAS

CONFEREMNCIANTES

EMmMA CASTELNUOVO
) MAURICE GLAYMAN
PASCUAL LLORENTE

COMITE ORGANIZADOR

Antonio -Aranda Plata
Trinidad Bando Casado
‘Manuel Iglesias Cerezal
José flercade V{lchez
Antonio Martfn Castilla
Isabsl Ostalé Baoza
Antonio Pérez Jiménez
Pedro Reyes Colume
Emiliano Romerc Cabot
Victoria Ruiz Abascal
Gonzale Sdnchez Vizquez

‘Juan A. Suarez Vizquez,

Agradecemos la presencia entre neosatrds de los Profesores Carmen
Pineda, Isabel Barfagén, Alfonso Guiraum,M8 Dolores de Prada Vicen
te y Luis Rice Romero, 4

También queremos agradecer la colaboracidn de los Profesores de
Historia: José Mafka Rouilar, Angel Alvarez y José Francisco Va-
gas los cuales nos scpmpaiiaran en la visita a las rufnas romanas
de Itdlica,

EY Comité Organizador,
21
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I JORNADAS SOBRE AFRINDIZAJE Y INSENANZA DE IAS MATEMALICAS
TNCUESTA

1.~ Con el coddigo de puntuacién, O, 1, 2 y 3, valora los si-
guicentes aspectos de las II Jornadass
A,~ ConferencifS.eeeeersseccsscseesecconsnnsvnss [;J
B.- Séminarios.....;..............;...........4L:J
Co- Debates....a..............................lw-J
D~ POnENCicS.ecesvecssssssssscoscsnosessssones [:]
E.~ Actividades complementarias..:..........,.

F.- Org'dnizacién...............;...-.-.oee....

NN

G.—~ Tu participacidn persond@l..ceeeeccesoscvas

H.~ Ia participacidn colectiva...eevesrrsceces [:]

[

I.- Tu impresidn general de las JornadasS......

2.— sHas recibido alguna ayuda ccondmica para asistir a las

II Jornadas?

st []

¢De qué organismo?

ICE [:j

Centro de trabaje [::]

Otros [::]

vo[ |

(Indica Hivel )

( Indica cual ‘ )

!
NOTA: Estu encuesta se entregard en la Secretaria, el Gltimo dia
de las Jornadas.

Sverenciag:

22

RESULTADOS DE LA ENCUESTA:

PUNTUACTIOFN Puntus. §/Camt.
3 2 1 o] medie fo%gi
CONPERENCIAS 46 51 3 0 2.43 0
SEVINARIOS 3 58 30 9 1.56 29
DEBATES 5 26 47 22 1.15 |. 15
PONENCIAS 2 43 52 3 1.43 | 0.5
AQTIVINADIS .
COMY LEMENT ARIAS 35 45 18 o2 2,13 15
ORGANIZACION 48 45 5.5 1.5 2.39 0
TU FARTICIFACION
PERSONAL 10 48 25 17 1.52 11
LA PARTICIFACION _
COLECTIVA 18 49 31 2 1.81 3
PY INCRESION GRAL,
DY LAS JORNADES 25 61 13.5 Ue5 2,10 | 1
S SRR A e T =

% Nfmero tofal de encuestes entregadee: 129 ‘
% Los porcentajes han sido hellados del totrl de los gue contesten.

De logs 129 congresistcss que entregen 1z encuests han recibido gwude
, vere asiztir e lae Jornedes 28 de ellos{ el 22%);de los cusler,1h,
12 reciben del centro de trrbajo, 11 de un I.C.E.,1 de 12 Genercli-
tet de Cetzlunye y 1£del Jolegi. de T.icenciedons.
; t

En cuento 2l epartadd de Sugerencier los resultedos fueron Lo

23



II JORNADAS SOBRE APRENDI_ZAJﬁ
Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

siguientes: o
Gomuﬁi¢ado de Clagusura elaborado por los distintos grupos

l.- Control previo de las ponencise y seleccidn de ellas.(Lo ] ‘
convocantes de éstas IT Jornadas,.

sugieren 32 encuestados)

2.~ Msyor tiempo parz los debates 4 cia ; v
(;5 tiempo p . e ponencias y Seminarios. . Ios dias 15, 16 ¥ 17 deé Abrii se han celebrado en Sevilla 1as II
encuester) %_Jornadas sobre Aprendiza;e v Enseﬁanza de las Mateméticas, coma '
3.~ Meyor tiempo para les ponencias (9 encuestas). ) : 'contlnuacldn de las T Jornadas celebradas en Barcelona el curso:

pasade, fruto de la preocupacidn manifestada por los profesores:;?

4.~ Distincidn de ponenciss de comunicaciones (7 encuestas). :
finteresados en la mejora y rqnovacldn de la enseﬁanza de las Ma— )

5.~ kgndar con més tiempo loe restmenes de les ponencies (7

encuestas ). temﬁtlcas. S .

. ' Tras una reunién preparatoria celebrada en Leén en el mes de ch-

El resto de les sugerencia - 0 !

g T Egsranqlaswharts suErtovElmdendindtetintanswasy tubre, se encomend$ la organizacldn de éstas II Jornadas & la So-
o megas de 5 personas. ciedad Andaluza de Profesores de Matemdticas "Thales", L ;

Lafexperiencia anterior ha pgrmitido una mayor difusién qué’ée -
ha viatp materializada en unq ‘masiva asistencia, més de 500 pro- g o
fesores de Matemédticas de tqdos los niveles y de todas lag rewj s
giones y naclonalidades, desbordando las previsiones 1niciales.

En: el desarrollo de las sesiqnes han pronunciado conferenciag ' los
profesores Emma Castelnuovo, :Maurice Glaymann y Pascual Llorente
a los que agradecemos su a81stenc1a. ' : : e pEptl EAE
Han 'sido expuestas 62 ponencias agrupadas en dlstintos Seminarioa,
.Geometria, Metodologia, Informética, ;destacando especialmente. el
de- Programas Educativos, tema central de estas Jornadas. g
‘As1mismo se han realizado distlntos debates sobre los temas de;
mayor interés. - R -'
Le mayoria de los Semlnarlos than finalizado sus trabajoa con la
reallzaclén de uno o varios’ debates generales, a los" ‘que. hay que
afiadir aquellos gue han versado sobre la conex16n entre los dia-
tintos niveles educatlvos. i :
Valoramos positivaménte 1os trabajos de organizacidn llevados a
caboe por la Sociedad Andaluzu de Profesores de Mateméticas ”Thales"
el Colectlvo Andaluz de Pedagigfa Popular y el I.C.E. de la Uni- -
versidad de Sevilla .que hae’ heeho factlble el éxito de éstas Jgr—
nadas. ) :
Agradecemos al Presidente de la Junta de Andalucia la inauguracidn
de éstas Jornadas, asi como- la colaboracién prestada por la Con~
sejeria de Cultura de la Junta de Andalucia, la Diputacién Provin-
cial de Sevzlla, el Ayuntamlento ¥ las. Facultades de Mateméticas
,,,,, ¥ Cienoias Econémicas y Emprgsariales de la Universidad de.SQvi-
24 113. ; : P | g
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resaltar las dificultadea con las que tropiezan los profesores de

E G.B. &’ la hera de asistir a qotividades que, como éstas, contri-
buyen & ampliar Bu preparaciénny, en definitlva, a mejorar la ca=

lidad de la Enseﬁanza ya que, qo sélo’ deben costearse los gastos
inherentes 1nherentes a la asi tenc1a, sine que ademis, han de

pagar el: sueldo del profesor que los sustituye. Por ello, la Asam-
“blea decide enviar una copia d éste comunicado a las autoridades

ministeriales para que, de una‘manera definitiva, se”‘.auelva és=
ta situacién, o < o= I : B

‘Estas Jornadas han demostrado la enorme preecupaclén del Profeso-_'3
- rado par la renovacidn de los planes de estudios, Siendo ineludi—if?
ble el protagonismo de los profesores en su elaboracién, exigimos**
¥ ofrecemos al M,E,C, nuestra qolaboracién en ésta tarea. Igual—’“
mente solicitamos al M.E.C. mayer apoye para iniciativas semejan-f

tes a las que han heche posiblq éstas Jornadas, -

Por ﬁltimo, animamos & todos lqs implicados en la renevacidn de Jﬁ”‘”
la ensefianza de’ las Matemdticaj & continuar su labor Y anunclamQS'_,'
lAragonesa de Profesores de. Matemé:ﬂ"

el ofrecimiento de la Sociedad
ticas para organizar las IIT Jornadas el afio préximo.
Para la preparacldn de éstas qunadas quedan invitados todos los

grupos que lo deseen a la reunﬁn que a tal fln se celebraré en Mur

cia los dias 10 y 11 de 0ctubre de 1982.

O
2]

( Este Comuricado fué aprobado por la Asamblea de clausura de las

IT Jornadas) :
Sevilla, 17 de Abril de 1982,

X

UNA MATEMATICA DINAMICA (CONEXION CON LA REALIDAD)

(Enma Casteliiuove)

Queridos amigos: - = N

Nos- encohtrnmoi. uha ves _ni&s, en un perfodo de orisis .en - 15
ensefianza de la matemftica. Un perfodo de crisis que podria,.
quizés. tener on los préximos aﬁou un - rosultndo muy politivo.

Todos estamos de acuerdo quo hay que cumbiar. qua necesit& ;
nuevos. programas una sociedad que se transforma tan ripida-

mente; pero, para hacer cambios, todavia tenemos. que hablar,
discutir, tener las ideas més.claras, Es Justamente por esta
razdn que aplaudo a esta reunién.que comprueba la leriodad Yy
01 .empeiio de los maestros de. Bspnnn. .

Ahora bion, yo pienso que, para tener ‘las idoan m&s claraa.
lo prinmero es. tener claras las ideas sobrse lo que- pasd en 1la .

‘Pistoria de la ensefianza de la matemltica. Quisiera, por 1o .
‘tanto, decir algo en pocas palabras de -esta historia. _buscain=
‘do destacar sus crisis, Después, vamos a ver cual es-el proble-

ma . actnal; a este propbsito, diré como veo yo las cosas, mos=
trando, a través .de unos ejemplos en qué sentido me parece se
deberian hoy dirigir nuestrau 1nvestigaciones did&cticas.

La historia. Es bien conocido que la instrucci6n fue, duranto .
muchos siglos, solamente para una 8lite: los nifios de una alta
sociedad eran- los finicos que. podian recibir una. educaci6n. 4]

en colegios roligiosos o en su propia familia, Por lo que con-
cierne a la ensefianza de la matemdtica, a nivel socundario. ‘no
existia m&s que un libro: los Elementos de Euclides, Pero, Eu-
clides no.- ‘habia escrito su obra para uso escolar, y el efecto

nocivo y nefasto de-los Elementos sobre .estos alumnos privile=-
giados aparecid muy claro. A este prop8sito tenemos una. decla-

‘racién muy interesante de un gran matemftico del -siglo XVIII:

Alexis. Claude Clairaut, Clairaut dedica su delicieso libriteo
"Los - elementos de geometria" a la Marquise du.Ch&telet,.una
mujer muy inteligente que sin embargo no estaba en condiciones’
de penetrar en la obra euclidea. '"No es posible =dice. Clairaut-
que un debutante pueda comprender este libro por el hecho que.

Buclides empieza con teorias abstractas. Para penetrar en cuale

quier ciencia es necesario hacer sentir todo el esfuerzo, todo
el trabajo que la humanidad hizo durante aiglol para extrar la
teorfa de los concreto, de la realidad.
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Los tiempos cambian, las sociedades evolucionan, y al final

del siglo pasado muchos paises tienen escuelas pliblicas para
todos los nifios, Con las escuelas pliblicas se establecen pro=-
gramas oficiales y, con los programas, entran en las clases
los libros escolares, libros diferentes de pais a pais. Pero,
para la matemdtica hay un libro finico, igual en todas las es-
cuelas dé casi ‘todos los paises: los Elementos de Euclides en
sus difeérentes-  traducciones, en sus diferentes adaptacioneés.
¥ ahora, én tantos. estudiantes, se verifica el mismo efecto
que se -tenfa en los pdcos de otro tiempo: un sentido de incom-
prensién, un complejo- de inferioridad que permanece toda la
vida y que lleva a declarar "yo,nunca entendia la matemética,
no tenia disposicién", i ; a

Lés afios corren y el pfobidﬁa'de la enseiianza de la matemfti-

-ca no es considerado’desde un punto de vista pedagégico y psi-
‘colégico: lo que dijo Clairaut no deja:traza, e igualmente las

declaraciones de grandes ‘educadores .como Comenius, Pestalozzi,
y mis recientenentés Ovide.Decroly, no tienen ningin efecto,
Son los matemfticos y los legisladores los. que redactan los
programas, y -ellies, frecuentemente, no tierien una sensibili-
dad pedagégicai la matemAtica -dicens debe ser matemftica, y,
por lo tanto, necesita empezar con ura axiomética;, con teorias
puras, abstractas. Sin reflexionar que el adjetivo. "abstracto"
deriva del latin "exfractus", y, luego, tiene un sentido diné-

mico (extraer de lo concreto), -

El descontento general lleva, al final de los afios cincuenta,
a una crisis. Pero, no se trata de una contestacibn nacida ¥
madurada en el ambiente de los estudiantés o de la sociedad,
sino de una contestacidn que tiene su origen en un hecho total=-
mente extrafio a la escuela: se trata del lanzamiento del pri-
mer Sputnik, en 1957, por los rusos. Este lanzamiento provoca
en efecto un verdadero choc en los Estados Unidos, también en
el ambiente de los matemlticos: porque, si los americanos que~
rian estar al nivel de la tecnologia rusa, era necesario for-
mar técnicos, ingenieros, cientfficos; y, por lo tanto, la ma-
temAtica debia tener un puesto de relieve también en las escue-
las secundarias. Antes que programar nuevos ‘curricula’, los -
americanos solicitaron a la OECE que organizara un Congreso
internacional con especialistas de todo el mundo a fin de. dis-
cutir el problema. ’ i ) ) [

Este Congreso se tuvo en quaumqnt~(Francia) en 1959. Es jus-
tamente en esta reunién cuando se delinea un cambio: es la to-
ma de posicién del matem&tico Jean Dieudonné que marca un cor-
te neto con la.tradicibn. Al grito, que después se convirtid

en slogan-de "A bas Buclide".Dieudonné impone su fuerte perso-

‘nalidad: convenciendo-a la mayoria de 1lo8& participantes a ser.

.avoces, en su propio pais, de la necesidad de abandonar
i:r::seﬁan;a euclidea substituyéndola por una matemética més
viva, més motivadora, Yy correspondiente a la moderna investi=
gacidén, El estudio de figuras estéticas se debe substituir por
la presentaci&n de importantes capitulos como el del dlgebra

lineal.

go seminario de especialistas tenido en el aiio si=
gﬁizxzota:g 1960, en .Dubrownik (Yusos}avia) llevd a la redac-
cién de un volumen con .sugerencias e ideas sobre nuevos pro-
gramas, y -con recomendaciones de anteponer a un curso tan mo-
derno -una premisa a base.intuitivo-experimental.

Pero, una cosa fue establecer estas sugerencias, y otra cosa
fue lo que pasb en casi todos los paises europeos y no euro=
peos. Porqud, para realizar esta unidad de la matemAtica, se
estimdé que la cosa mejor era adaptar a la escuela la obra fun-

‘damental de Bourbaki, y esto a partir.de los doce aiios, Exal-

‘tados y cegados por la introduccién de-la llamada "matemAtica
hoderna",vseﬁolvidé la edad del.muchacho y muy freguentemente
.1os maestros se. dejaron transportar a una abstraccién demasia-
do avanzada. La axiomdtica euclidea fue substituida por una
axiomitica més. fuerte, ‘mis nociva. M&s nociva porque el resul=
tado negativo no afectdé solamente a la instruccibén matemadtica
sino también a la formacidén educativa y social. En efecto,
obligando-a los alumnos a teorias tan generales y abstractas
sin ningin recurso a la realidad, se sofocd cada objeciQn, ca-
da didlogo de los muchachos que, dada su edad, no estaban en
condiciones de discutir sobre cosas que no comprendfian en pro-

fundidad.

Me doy cuenta que estoy refiriéndome al pasado,'pero. muchas
veces estas tendencias pertenecenAtambién a hoye.

~esta vez en un sentido muy positivo- se verifica
,g:i: ::i:i:ﬁos,Aen 1976, con-oca§i6n del QOngreso Internacio=
’hﬁl,del ICMI, en Kalsruhe (Alemania), Durante este Congreso
se tuvo una muy fuerte declaracién por parte de un gran_gqﬁ-
metra, el inglés Michpgl Atiyah, quien acuso a los matemdticos
especialisfas eri cosak didActicas de haber supfimido la geo~
metria en las escuelap, porque =dijo=- "es p;ec;samentehlq geo-
metria la gque por una parte solicita la intuicién y lleva al
primer paso hacia el descubrimiento, Yy por otra, marca e;"
"anillo de conjuncidn-entre el mundo fisico y la matembtica'.
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Matemética, mundo flsiCo, sociedad: la responsabilidad de la
ensefianza de la matemAtica en nuestro tiempo. Vamos a reflexio=-
nars nunca como en estos iltimos afios la cultura cientifica.

¥, con 8sta, la matemdtica, entra en nuestras casas a través
de periddicos, revistas y sobre todo a través de la radio y

de la televisién., Es la escuela la que tiene la obligacidn de
poner al ciudadano en condiciones de poder seguir una transe
misibn televisiva sobre cosas de ciencia. Ahora bien, para que
se pueda comprender el sentido de una representacién gréfica,
para que se pueda entender por lo menos algo de una relacibn.
de medicina, para que los planetas y los satélites se aproxie-
men a través de las explicaciones de cientificos y periodistas,
para que nuestro mundo se haga cada vez ms amplio y al mismo
tiempo més préximo, es necesario que la persona que escucha

y ve tenga un minimo de formacibn, tenga unas bases. Pero, eés-
ta formacidn, estas bases no se pueden tener si, en el tiempo
de la escuela, no se tuvo la oportunidad de construir gréfi=-.
cos, si no se tuvo la posibilidad@ de hacer experimentos y.si,
en el campo de la matemltica, los alumnos no tuvieron la ale-
gria de llegar ellos solos, a través de intuiciones y deduccio=-
nes, al descubrimiento de unas propiedades.

A fin que la instruccidn escolar pueda constituir una base .
también para la ciencia de maifiana, es necesario que esta en-
sefianza sea activa y viva, es necesario que los alumnos hagan,
ellos mismos, las cosas, sea con la mano sea con el espiritu.

Quisiera dar dos ejemplos, tomados el uno de la matemitica y
el otro de las ciencias experimentales:. Pienso que unos ejem-
plos aclararén mis ideas mejor que unas palabras.

Un problema de matemdtica

Se parte de la observacién de un material, un material muy

‘sencillo: un cordel ligado Y bien tendido entre. las manos de

modo que se realice un rectangulo. Acercando 'y alejando las
manos se obtienen tantos rect&ngulos. Es claro que el perime-
tro no cambia: es el cordel, A la pregunta ";qud le sucede al
4rea?" los muchachos siempre contestan "el Area es siempre la
misma porque el perimetro no cambia", o dicen "el Area es siem-
pre la misma porque como el &rea se halla *base por altura', en
nuestro caso 1lo que se pierde en base se gana en altura; luego,
hay una compensacibn",

rat

Es interesante no contestar a estas observaciones, sino con-
tinuar a "manejar" el cordel hasta llegar al caso limite,
cuando una dimensién va a cero: el rectidngulo "se aplasta’™ y...
(el &rea? "No hay &rea -dicen-, pero..." el érea no podia de-
saparecer", Hay en todos los alumnos un sentido de aturdimien-
to, de incertidumbre, Se observa todavia: el 4rea parte de ce-
ro, crece y crece,; y después decrece hasta cero. "Es como cuane
do se lanza una pelota'" =dice alguien. Es ahora el momento de
pasar al cdlculo: se mide el cordel y se consideran varios ca-
sos dando a las dimensiones diferentes valores. Se ve que el
&rea cambia y cambia mucho. Se hace una gr&fica: es justamenw
te la trayectoria de la pelota; es una pardbola. '

p = 40 cm,
_ x Y A
base| altura| &rea base| Area y

0 20 0 o o

1 19 19 1 19

2 18 36 2| 36

. . . . H

9 11 99 9| 99 R
10 10 100 10 | 100 |
11 9 99 111 99 :

L] L[] * . .

;9 1 19 19 19 (V] i 0 x
20 o [} 20 (4]

Una curva de la realidad de todos los dias, pero que nunca ob-
servaban, enriquece ahora sus conocimientos: la parébola en

la arquitectura moderna, la pardbola en fisica, las antenas
radar, los hornos parabélicos y todas las aplicaciones de la
energia solar. Un problema de matemidtica pura sobre rectingu-
los isoperimétricos ha abierto el esplrltu no solamente a con-
ceptos fundamentales como el de funcidn, con las ideas de ca-
so limite, de invariante, de mdximo... sino también a las apli-
ycaciones a las cosas del mundo que nos rodeas

Un ejemgio de ciencias experimentales

Vamos a ver ahora un &jemplo opuesto, es decir como la obser-
vacidn de fendémenos naturales conduzca a matematizar, Vamos a
considerar un ejemplo de boténica: ;cdmo crecen las hojas de

una planta? y ;con qué ley?,.
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Muy frecuentemente se verifica una relacién muy sencilla entre
la longitud y la anchura méxima de una hoja. Aqui unas hojas
de roda que pertenecian a la misma rama: hay hojas més o menos
pequefias, es decir, mAs o menos jévenes. Es interesante comn
los alumnos tomar las medidas de cada hoja. Veamos el resulta-
dos

anchura méx, longitud 4
. x | Yy ¥ .
2,1 2,8
2,6 3¢5
3,2 4,2
3,6 4,9
4,2 545
(4] x

No se ve ficilmente una relacifn entre x @ y. Es interesante,
entonces, proceder segln métodos de laboratorio, es decir pa-
sar a la grifica. Cada par de nfimeros da un punto en el pla="
no cartesiano, y -cosa imprevista-~ estos puntos se condensan
en una "nube" cerca de una recta que pasa por el origen. El
sentido es claro: longitud y anchura midxima estén ligadas con
una proporcionalidad directa. Es decir la forma de la hoja
durante el crecimiento permanece igual: la hoja crece por se~
mejanza, Lo que, desde un punto de vista bioldgico, significa
que el nimero de las células crece uniformemente en todas las
direcciones,

De éste se puede pasar a otros problemas biométricos: general-
mente no se verifica, en el crecimiento, una proporcionalidad
directa, Es suficiente pensar en el tamaiio de la cabeza de un
recien nacido comparandola con el tamafio del nifio, y ver, en
el curso de los afios, lo que sucede.

Se tienen asi otros problemas biolbgicos para discutir, y, al
mismo tiempo, otros problemas de estadistica. de probabilidad,
finalmente de matemltica.

Volviendo todavia a las hojas. surgen naturalmente muchas -pre=

guntast

- ¢ ¢8mo puede el agua que cae a lastierra subir hasta las
hojas?
Este problema nos lleva a hablar de la capilaridad, ‘a -ha=-
cer experimentos: son suficientes dos wvidrios, juntos de

un lado y tenidos poco separados’ de otyo, para hacer un
experimento entusiasmante:. en.ofecto. este par de vidrios,
sumergidos en agua colorada. ‘se- comporta como una serie
de tubos con di&metroc muy- pequéiios y suco-ivumento cre~
cientes, y por lo tanto evidencian.la-ley ‘de 1a capilari-
dad, Se obtiene una rama  de hig&rbola, Se descubre la ley

“de la proporcionnlidad inveérsa,

[ x

- Se compara este problema ‘fisico con problemas de matemi-
>tien. como el de los rectangnlos ‘equivalentes, .

cull es la ley que regula la altura de una plant; ?
Se experimenta con tres plantas de Judias nacidas el mis-

mo-dia y que se encuentran en ‘el mismo ambiente (tierra,

agua, exposlci6n solar), *..). pero a las cuales se sumie
nistran durante nueve semanas diferentes cuantitativos del

mismo fertilizante:-

una dosis exacta, un doble y una no-sum;n;stracl&n. Se ob=
tienen tres. curvas que los muchachos conatruyeron dia tras

dial .

Y .
alturq " dosis exacta
no dosis
dosis doble

~

(o) X
semanas

Est& claro que estos experimentos conducen a consideraciones
de estadistica, de probabilidad, de matemftica pura sobre las
leyes exponencialese.

(95}
o~
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De problomdb de ciencias experimentales a la matomitica, y
-como vimos= de la matemftica al estudio del mundo real,

Leyes matemiticas y leyes empiricas, gréficas correspondien-
tes a curvas y gré&ficas de laboratorioc. Una ensefianza que se

" desarrolle a lo largo de estas vias, siempre buscando interac-

ciones naturales, es una matemAtica que los alumnos tienen la
impresifn -ipero no se trata slo de una impresifnl- de cons-

"~ truir con sus propias manos, y, bpor lo tanto, es una matemitie
‘ca que no se puede olvidar., Es una matemftica que nunca puede

envejecer, y el muchacho, ciudadano de mafiana, siempre estard
preparado, en el futuro, a utilizarla para resolver problemas
que interesan sea a la ciencia pura sea a. las aplicaciones,

Yo veo justamente en este sentido la ensefianza de la matemAti-
ca en este final de siglo, y veo, por lo tanto, las investiga-
ciones que se deben hacer en el campo de la didéctica de la
matemitica,

l.-

Y

EL E£STUDID ALGORITMICO DE LAS FUNCIONES POLINDMICAS

Por Maurice GLAYMANN

Universidad de Lyon

DEFINICION l.-

8y 8pr 8yr ey a son nGmeros reales. La aplicacién f definida

2

. n i
por f(x)= ao+ ax + seet ax =£§§ a,x es una funcifn polinémi-

1
ca de grado, a lo sumo, n. Si el nimero real .n no 8s nulo, en-

tonces el polinomio ss de grado n. Los reales ao,al,...,an son

los coeficientes de” la funcifn polindmicéﬁ

¢

EL ALGORITMO DE HORNER (1785-1837y

Sean 8 18,98,58503, nﬁmeros_reales . William HORNER proponé el algo-

ritmo siguiente:

b4= a4
b;= 33+ xb

L+
b2= az xb,
?lg‘al+ xb
b =-a + xb
o o

N R s

1
Para un real x dado, este algoritmo permite calcular el ndmero real

) b4 .
bo =a x(a1+ xbz) =
=a_ + x(alf x(azfxbs)) =
=a + X + + xb
éO x(al x_(a2 + x(a3 xha)))
2 3 4
+ + .
y bo = ao alx azx + a3x + aax
Estc algoritmo est§ asociado a la funcién polinémica

R 4 3 .2 i a
P: X b—P» ax +ax+ax+tax+a
4 3 2 1 .0
£1 zlgoritme de Horner permite el célculo de P(x) con mencs cflculos
que el chlculo directo.

He ayui una pressntacifn préctica de los célculos para determiner

35
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2,~

P(a) donde a es un nimero real:

8 &y 5 2 %
* + + +
a L ab ab ab ab
)’ ?I /' u3 _’ II2 / I|1
Iqa 7 5,7 8,7 b 7 b =P

TEOREMAS FUNDARENTALES
DEFINICION 2.-

f.es una funcién polinémica; a es un cero de~f significa: que 'a es

solycibn de la ecuacién f(x)=0.

‘Veamos un problema: si f es una funcién polinGmica H

X ey a+a1_x+a2x2 +...+ax

,_':a. an qué condiciones se verifica que todo real a es un cero de f?

R Estudio de -algunos casos

'3i para todo real a, la funcifn polinémica f: x —)ﬁ a,x

le= n=0 : si -la funcibn constante f: x> 2, admite el real a

como cero, entonces f{a)s= 8= 0.

f es la funcién nula; resulta,pues, que para todo nimero real a,

a es un cerc ds f. .

2= nel : si la funcién afin f: x-—bao+ a_x admite al ndmere a

1
como cera, entonces f(a)= a°+ aa-1=0. Fsta igualdad es verdadera

para todo a, en partiéu]\.ar para g =0 : a =0 y para a=l

-ab+a =0 , de donde resulta gque aazal=0 s la funcién f es nula.;

1

Admitiremos el
TEDREMA FUNDARENTAL 1

i
i
admite a a como cero,entonces esta funcién es nula.

En otras palabras, para todo ndmerc natural i, aiso.

£ste teocrema permite enunciar el

TEOREMA 1 bis

n

La funcién polindémica f: xe» E aixl es nula

si, y ablo si, todgs
sus coeficientes son nulos.

DEFINICION 3.~

n m
Dos funciones polinémicas f: x'_'?:": aixi y

03 X =P ijJ

j=o
son igualgs, cuando para todo nimero real x, se verifica f(x)sg(x).
De. aqui resulta el

TEOREGIA FU.»‘DAME'\I TAL 2

&

Las funciones polinémicas f. x——"Z alxi y 9t x'-—l_E bjx

si, y s6lo si, tienen el mismo grado y los mismes cee=

J

son igualgs

ficientes.
Admitiremos el:

TEOREMA FURDAREHTAL 3

n

Si la funcidn polinémica x—-:zo a:l_xi

n+l ceros d:n.st:.ntos, entonces esta funcifn es nula.

de grado n (an;é G) edmite

Como ejett_:ic:.o, demuéstrese el teorema para n-l y despuds para m=l;

imagfnese una demostracién para cualquier n.

FACTORIZACION DOE UNA FUNCIGN POLINGMICA -

El algoritmo de HCRMER es un Gtil eficaz pera fagtorizar las funcio=
nes polinémicas, Consideremos el caso de uma funcifn nolinfmica de

IR 2
tercer grado: f: x r——> a;x + a,x + a,x + a . Sza o un nimero redl.

2 1
Determinemos sucesivamente:

& g a a a a
b2= az-l-ab3 3| 2 1 o
bl= al+ab2 a ab3 -C{bg :?'EDL
bos ao'HIbl_ : b3 b, 2 | b

l.os ndmeros reales b3,b2, bl, bo son los coeficientas oo SE ER

asociados al par (a,f): vienen dados en funcidn de lo~s cosfinisates

de f y del real a:

1 22NN
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b = +a+2+3 = f(a)
o'ao alaazaas- a

3 2
Veamos un ejemplo: f: Xe——wp X =« 4x + %X + 6 s a=2 : a es un

cero de f. 1 -4 I ! 6
2 2 -4 -6
1 -2 =3 0

Calculemos entonces:

3 2 3 2 2
F(x) = F(2)= x"= &x"+ x + 6 = (27= 4.2+ 2 + 6) =s(x=2)(x"= 2x = 3)
Como f(2)=0, resulta f(x)=(x-2)(x2- 2x = 3).
2 @s un cero de £ y existe una funcién polinémica g tal que
fx)=(x=2)g{x).
N6tese que los coeficientes de la funcidn polinémica g son los

coeficientes de HORNER asociados al par (2,f). &Es una casualidad?

3 2
Sea f la funcién polinémica X —> a3x + azx + alx + ao y a real;

calculemos la imagen de a por f:

3 2
fla)= a,a’+ aa +aa + a
Yy 3 2 3 2 v
- = - + + 3
1.’(>.<) f(g) ax + ayx + a,x + a : (aza aa’+ aa + ao) =
= (x-a)(a-sx + (az+ aas)x + a +aa + a’ag ).

Reconociendo los coeficientes de HORNER asociades al par (a,f):

f(x)=(x-a)(b3x2+ bx + b)) + f(a)

2

En particular, si a s un cero de f, resulta
2

f(x)= (x-a)(bsx + b2

TEQOREMA 4 (de Paclo RUFFINI 1765-1822)

+
X bl)

Sea f la funcidn polinfmica X~y %é-.:o a xl , en la que an,an e

i
500d ao_sbn ndmeros reales,

Si a.es un real 'y bn’bri l""”bl’bo son los coeficientes de HURNER
asociados al par (u,f), entohces:
n=1 n=2
£ ={x= +esst b _x + +
(x)={x a)(bnx + bn_lx X bl) bo siendo

b = ( ) o
o fa)
En particular, =i a es un cero de f, el teorema de RUFFINI conduce al

TECREi:A 3 (de factorizacién)

n 5
- q . i
3i o ee un cero de la funcidn polinémica f: xw—»E aix : %
si laos reales bn'bn-l'""bl’bo son los coeficientes de HORNER

agociodoc -1 ~ fa, “ necos bo=0 y

dom

n=1 ne=2
- ...+ +
f{x)= (x a)(bnx + bn-lx + bzx bl)

Asi, el conocimiento de un cero de una funcién polindémica permite

factorizarla. De aquf el

TEOREMA 6

n .
Si a es un cero de la funcidn polinfmica f: x-—-—)F a‘:,xl, entonces
=0 1
existe una funcibén polinémica g de grado n-l tal que f(x)=(x=a)g(x);
los coeficientes de g son los coeficientes de HORNER asociados al
par (a,f).
g es el cociente de f por (x~a).

APLICACION A LOS POLINOMIOS OE SEGUNDO GRADO

Utilicemos los teoremas precedentes para estudiar la funcién holi-
2
némica de segundo grado fs x+=—>»ax +bx + ¢ (af 0).

5i a es un ndmero real, el teorema de RUFFINI permite escribir:

2
ax2+bx+cs (x=a)(ax + b +aa) +c +ab +a'a

Apliquemos de nuevo el teorema de RUFFINI a la funcién affn

Xxw=pax + b + aas a bt+oa
a aa
ax + b + ga= (x-a)a + b 2aa = Tio00

Oe donde: .
2 2
ax + bx + ¢ =(x~a) ':(x-a)a + b+ 2aa] +c+ab+aa

2
y ax2+bx +c= a(x-a)2+ (b+2aa)(x=a) + c + ab +a a‘J (1)
2

En particular, si a es un_cero de la funcién f, c+abta a=0 vy’

ax-2+ bx + ¢ = (x-a)(ax+btaa).

Asf, si @ es un cero de f, el realF , solucifn de ax+b+aa=GC,

P= = Abit=dl =—%+a s es también un cero de f.
a -

Por el teorema fundamental 3, &stos son los Unicos ceros de f vy
2
a(x-a)(x-(5)= ax + bx + ¢ .

b
Resulta asf, por una parts, gque @ + p == y por otra parte
2

«bq = 2

ap == a b+aa= : =L y como ¢ + ¢cb + ¢ a =0, resulta
a a

N c

u.P= 5 .

Volvamos a (1) y calculemos 0 de modo yue b + 2ax = D:
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5.-

-2 2
b 2 b .2 b b a
... B - = Lo, o o] 4 e
R y ax + bx + ¢c = a(x + 25) + c e 3
2 4a
2 g . b .2 4ac-b
+ o 3
esto es, ax + bx + ¢ = a (x+ 23) + '

Esta es la forma canbnica de la funcifin f.

APLICACION AL CALCULO DE DERIVADAS

Sea f la funcién polindmica de grada n definids por
1

. . n
f2 x—2a+ a x +eeet a x
¢] 1 . n

dende éo,al,..i3an son n+l ndmeros reales con an#D .

Si @ es un real y si bd,blj...,bn son los cosficientes de HORNER

asociados al par (a,f), . entonces:

' ne=l . .
f(x):(x-a)(b1+b2x Fouot bnx ) + bo con boz fla).
Sea g la funcién polinémica de grado n-1l definida por

n-l
: e 0ot
g: X =——p b1+ b2x + bnx

£l teorema de RUFFINI aplicado a la funcién ﬁql}nGmica g(x)ipgrmifé;

esnribir: g(x):(x-a)(c2+ c X Fosat cnxn-z) + c

1
Sea h la funcién polindmica de grado n-2 definida por
. nNe2

h: X t—> c2+ C,X +.7.+ e X

Se verifica:

I fx)= (x-a)zh(x) + (x-a)cl+ bD de donde se deduce que

fix) = f(a) . (x=q)h(x) + °,

X=0

cl es la derivada de f en el punto x=a.,

Veamos un ejemplos 3 2
F(x)z x = 3x+ 4x = 5

Tenemns sucesivamente:
2 2 2
g{x)= x“+ (a=3)x + a’'= 30+ 4

2
hi{x)= x + 2a=3 con cl= 3a - 60 + 4
2
V-5 F7Ux)= 3% = 6x + 4 .

LYON, 4 de WMarzo de 1982

con ¢, =g(a).

Resumen de la Conferencia:

ALGUNDS PROBLEMAS EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

JQUE PUEDE HACER EL PROFESOR?

pascual Llorente

Vamos a considerar algunos de los p:oblemas presentes en la ense-

fianza de las matem&ticas. No me referiré, sin embargo, a los problemas

especi{ficos de la ensefianza de alglin tema particular, o de las matemé-
ticas en general, sino a algunos de los problemas globales que determi-

nan las condiciones de contorno que limitan el trabajo docente de los

maestros y de los profesores de ensefianza media.
En primer lugar aparecen los problemas propios de toda escolariza-

cién de masas y las condiciones de contorno impuestas por la misma

institucién escolar: clases numerosas v heterogéneas, aulas inadecuadas

y construidas en funcifn de un cierto tipo de ensefianza tradicional,
programas establecidos, horarios rfgidos, ensefianza organizada "por
afios? (en escalera ascendente de prerequisitos) y "por materias" (com-
partimentada y esquizofrénica), etc.

En segundo lugar podemos considerar la crisis social propia de nues-

tro tiempo. Sin entrar en la tan debatida relacién "crisis social - cri-
sis escolar", podemos sefialar: el valor de cambio de los t{tulos que
otorga la institucién escolar (distorsionando la motivacién y la acti-
tud hacia el estudio, de aquellos que adn creen en dicho valor, y cues~
tionando 1a utilidad de someterse a la escolarizacién, por .parte de los

otros), el carécter de la escolarizacién obligatoria (que no parece to-
41



talmente asumido afin ni por la sociedad, ni por los responsables de
dicha gsaolarizaciﬁn, y que en muchos casos se presenta como un deber
_y tina 1ﬁposic16n, m&s que como un dérecho), la actitud de los pad:és
(que'cbn frecuénéia.delegan'en la escuela su requnsabilidédteducadoran
la situaciﬁn generada por un paro laboral creciente (que lleva a.las
aulas a ﬁuchds j6évenes que no desean estudiar sino trabajar), etc.

vPo; 61timo (v sinrque con eilq se agote, n; mdcho'menbs, ééta com-

‘pleja prablemética),:podemos sefialar los problemas derivados de una °

v;giﬁn deformada  de la ciencia y de los cient{ficos, v en pa:ticular:

de las matemticas y de los métémétiboé. Esta visién tan generalizada

se difunde, en gran medida (y como la mayorfa de las "visiones" habitua.

les de los diversos aspectos de la realidad), a través del bombardeo de

imfgenes y. de "informacién" al que nos somete la televisién y otros me-

En el caso de las matéﬁéticés existen, adem&s, una serie de mitos del
tipo: "las matem&ticas son fitiles pero muy dificiles" "las matem&ticas
son muy abstractas y sélo pueden comprenderlas unos pocos", etc. Todos
conocemos las nefastas impllcaciones que llegan a tener estos mltos pa~
ra. 1os estudiantes, La deformacidn que producen es tan grande como para
llegar a extremos insospechados: Si un profesor ensefia las mateméficas
de manera que sus -alumnos las entienden, &éstos se sienten incémodos:

sospechan que:el curso es de "poco nivel" y temen tener dificultades en

el cugsb siguiente.

Cada masstro, cada profesor, se encuentra sometido a estas (y otras)

condiciones de contorno Vs ademés,'a una serie de presiones y exigencias

atenerse a.los programas oficiales (que le son impuestos), preparar &
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dios de comunicacién (“comips",vseries de "divulgaciﬁn'cientifica", etc)

sus alumnos para los afios siguientes, eéﬁiﬁﬁlar,a los alumnos cg?acas

y recuperar a los rezagados, insertar a los alumnos "p:obleméticﬁsﬁ
(asumiendo funciones de'psicdlogo)l'édeﬁqé%sé a las neCSsidédes-dévsus
alumnos (asumiendo funciones de socidldgq), preparar ‘a los futuros ciu-o
dadanos (Euando~n6, a los futuros adultos, asbmiendﬁufaéifthiﬁpes‘dg
los padres) y, por supuesto: ensefiar mateméticaé, esta: ;1 d£é éﬁfi;s"
nueuas:meﬁddolpgias vy técnicas Qidécticaé;'aétuéliiérVgusfconouimientos
cientfficos, etc,

Esta situacién produce una prbfuﬁdé‘in;atisfacciﬁnfqué, la mayorfa
de las veces, se ve agravada por el fracéso del esfuerzo docéﬁte. Ante:
ella, los profesores suelen reéccibnar aScilando entre actitudés efi-
cientistas, paternalistas, represivas, de’ impotencia o de desinterés.

Uno de los propﬁsitus de esta conferencia es el de hacer frenteval
ppsimismd»y a la sensaciﬁn de impotencia que éstas cdnﬁicioneslde con-

torno producen en muchos de nuestros colegas, Perc ...
¢{Qué puede hacer, realﬁente, el profesor?

En primer lugar, puede ubicarse dentro 'de estas condiciones de con-

torno y tratar de plantear con claridad su SifuaciGn, su problema y

sus posibilidades,

Es necesario aprender a distinguir los prqblemgs individuales de
los problemas aolectivos. Los problemas colectivos requieren_solyéiones
v acciones colectivas (sociales, polfticas, gremiales), cuando se in-
tentan respuestas individuales se cae con facilidad en la impotencia y

en la justificacién del desinterés. i3
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¢Cuéles son los problemas individuales del praofesor? Naturalmente,
la respuesta debe ser individual. Como yo lo veo, de lo que se trata
es de ser feliz, de no ir a la clase a sufrir y a hacer sufrir a los
dem4s, de hacer de nuestra activ;dad algo creativo y grato para noso-
tros y para nuestros alumnos. |

En segundo lugar, puede recobrar el interés por lo gue ensefia y

por ensefiar, Si las matemfticas dejaron de ser algo interesante, atrac.
tivo y hasta apasionante para el profesor, icémo puede entusiasmar a
sus alumnos? ;cémo puede comprometerse en su ensefianza? Pero si eli-
gi6 esta profesién, pof algo seré. En alglin momento las matem&ticas
despertaron nuestro interés., Si luego este interés se disip$ (un par
de "cursos-paliza® en la universidad suelen ser suficientes para conse-
guirlo), no exdiste niﬁguna razén para suponer que es imposible recobrar.
lo. Creo que también aquf los "mitos" juegan su nefasto papel paralizan-
te: "las fronteras del conocimiento matem&tico son inalcanzables sin
un largo y arduo estudio previo", "no es posible hacer investigacién
en matemiticas si no se mane jan: el lenguéje de los esquemas, las suce-
siones espectrales u otros instrumentos seme jantes", etc., La Jerdad es
que muchos problemas matemiticos interesantes (y no triviales) est4n a
nuestro alrededor, se nos presentan en cuanto comenzamos a preguntarnos
seriamente sobre algln aspecto de la realidad y son atacables sin nece-
sidad de poseer ningdin arsenal de elaborados instrumentos matemAticos
(que, por otra parte, con frecuencia resultan inGtiles para resolverlos)
.En tercer lugar, puede tratar de conocer, criticar y. utilizar las

propuestas que generan los "especialistas" que tratan de indicarle cémo

debe ensefiar, pero sin dejarse deslumbrar por ninguna de estas "modas"
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psicolégicas (teorfas de la psicologfa del aprendizaje), pedagfgicas
(robjetivos y evaluacifn®, "diagnosis y prescrip;i6n", etc.) o :;todo-
16gicas (deductivismo, método 7ﬁent£fico, habilidades de base, resolu-
cifn de problemas, método'gegé%ico, etc.). Todas estas "so;uciones glo-
bales", todas estas "modas", corresponden a necesidades reales y cada
una de ellas puede tener su ya}or y su utilidad aunque, necesariamente,
relativo. El problema estd en que los "espécialistas", usando “modelos",
insistiendo en su "carfcter experimental", pretenden, en general, darle:
una validez "cientffica-objetiva-universal" y un caricter "neutral", sis
reconocer las limitaciones y menos aln la carga subjetiva & ideolfgica
de sus propuestas. lLos grandgs maestros (como Polya y Freudenthal) que
han trabajado dﬁr;nte toda una vida en los problemas de la ensefianza
de las matemiticas, suelen ser m&s humildes: no nos presentan solucio-
nes migicas e infalibles sino que se limitan a ofrecernos sus experien-
cias y los materiales que han elaborado "por si pueden servirnos". Como
dice Freudenthal: "Los problemas educativos no pueden ser resueltos en
un escritorio o en un laboratorioc sino en el proceso educativo". Ademis,
creo que si los "especialistas" realizan sus investigaciones sin consi-
derar las condiciones de contorno reales que (en parte) hemaos seﬁalado;
corren el riesgo de hacer "pedagogfa~-ficcién" o "didéctica-ficcibp”.
Otra cuestién que preocupa a los profesores y maestros es la de la
finalidad de la ensefianza en general y de la ensefianza de las matem&ti-
cas ;n particular. Las respuestas m&s habituales son: la "pragmética o
instrumentalista" (las ma;eméticas se ensefian porque son Gtiles y nece-

t
sarias para ...) y la "formativa" (las matem&ticas se ensefian para de-

sarrgllar ciertas habilidades: aprender a pensar, aprender a razonar,
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- etc.). Estas respuestas se suelen aceptar. como "slogans", de manera

. ‘-. : . : ‘J:-bi
acrftica, pero para muchos resultan»;nsatiéfactorias. En cuanto a la nosotros y para nuestros alumnos., Pero no hay que confundir tgrato"

primera, se observa una notahle falta de correspondencia entre las ma- con "fécil o trivial®™, no se trata de hacer demagogia. Debemos generar

temiticas que se ensefian para ... y las matemiticas que luego efectiva- un comportamiento p:oduciivo};é los estudiantes y ésto no es algo es-
mente se utilizan en ecee (165 ejemplos abundan y algunos de ellos resul. ponténeo en generaII”Eomﬁié;der exige un esfuerzo intelectual, para
tan francamente grotescos); con demasiada frecuencia debemos concluir hacerlo debe “valer la pena"., Si pretendemos que nuestros alumnos ha-
gue la Gnica utilidad que tiene un curso de mateméticas para nuestros gan ese esfuerzo, debemos intentar responder a sus intereses y a sus

alumnos es la de permitirles estudiar el siguiente curso de matemfticas, necesidades reales,

(Por supuesto que é&sto no significa que las matem&ticas no sean (tiles: Para terminar, sélo me queda desearles: a agquellos que le tienen,
significa que el enfoque de la ensefianza es inadecuado y gue no puede que lo conserven, y a aguellos que lo han perdido, gue recuperen el
ser justificado por una finalidad pragmitica). En cuanto a la segunda, interés y la alegrfa de ensefiar.

parece implicar que el estudio de las otras asignaturas no puede tener
un valor formativo similar, gque se puede realizar sin necesidad de pen-
sar y de razonar. Parece conveniente tratar de ser un poco més se;ios
al considerar esta cuestifn de la finalidad. Personalmente piensp'qge
lo que mueve a los seres humanos hacia el estudio, el aprendizaje y 1la
investigacién, es la curiosidad, la necesidad de conocer la realidad en
que se desenvuelven, la necesidad de crecer y emanciparse culturalmente, . |
Por eso comparto la finalidad que se propone el Grupo de Génova, diri-
gide por el Profesor Boero: "Que el conocimiento y las habilidades ma-
tem4ticas estén orientados hacia el conocimiento de aspectos importan-
tes de la realidad (social, econémica, cientf{fica e histérica), cuya
finalidad sea el crecimiento y la emancipacién cultural de los estudian-
tes?,

Por Gltimo, me parece conveniente aclarar un punto. He dicho que ‘

debemos tratar de convertir nuestro trabajo docente en algo grato para
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11 JORNADAS SODRE APRENDIZAJYE Y ENSERANZA DE LAS MATEMATICAS.

Relaci6n de POHENTES._(con indicacién de las ponencias que-pregehtah).
A '

Agnado-Muiioz Pradas, Ricardo.....(04)

Alvaro Galvache, Marfa.eeeeocesee(33)

Arribes de Costa, Antonics.ise..(41)

Azner Vallejo, Frane1soo........(58)
B

Darragin Pérez, Isabel..........(BG)

_Barrio Calvo, Cnrlos............(ll)

‘Benach Nolla, DOloTBesscecveesss(18) .

Berini Lépez-lLara, Narta..ccee..(18) -

Blanco Ruiz, Aguuffn............(OI) (02) (03) (04)

'Balbuena Castellanc, Luis.ee....(57) {(58).

Bordsa, Inmaculada..............(60);
[ . 3
Casadevall. i Pou, Hartfeoseseoeso(22) Cerrillo Quintela, M® Elisa....(54)
Cobairro Garcia, Manuel..........(ls) (16) Cemelf, RambNeeecocssssrsocessss(62)
Compostela Mufiiz; Benitacesessos(02) '
Corbors, M® Victori@.csisscesess(26)

D, E S
Deulofeu, Jordl....-...-........(20) (38)
E‘o“d‘ Jordi, Belén’......-..-..("l) }
Estefanell i Bas, JoBNeeseoceese(22)

P2

'

‘Fahardo Utrllla, Juan MPeesseeas(17) Ferndndez Reyes, M. ecesoscesec(59)
Fedriani Marifn, Bugenio... e (24) Ferrero de Pablo, LuiScecessesse(49)
Flores Martfnez, Pabloeecssseseso{19) 2 '
Font, Vlgens....................(10)

Fortuny Aymsmi, Josep MBeceeaass(20)

=

Gald6n Canavese, José Me.eseesso(46)
Gascén PErez, JO8&seeseseasessss(40)
Gomis Bertrand, Elendeeceveeosss(21)
Gonz4slez DEvila, Manueleeecssesc(08) (11) (12)
Guerrero Casas, F1or H2eeeeesses(25) :
Garcia Serrano, Hanu€leeeesssese(52)

I, 4, K
Hern&ndez Garcia, Rafaeleesesoss(12)



50

Relacién1de PONENTES . ‘(continiucion).

N

{
Libori. Ramos, Aurea..a...c... {i
‘L1adé Casablancas, Carles.....{2f
Ldrez.ﬂarretero, Asunocién.....f
Luelme Verdﬁ, He JosfiSececcssel5:

M

Malet Tohis, Antonzo.......,..(27)
) Ha“tln Pernindes, Hanuel.. et 28)
Harifhes Blanco, José H8u.....{23) .
Ménéndez Lotato, Joué MB......(0B)
de Miguel Garcia, Jos6eceseses(29)

Molina Bravo, Juan Miguele....(C8) {0%).

Morcno, I‘r:mc:L_SGO.q-“.....“.(10)

" Noreno Diaz de la Espinz, He Fornan ua..(4{)
A\
1

© Madina Martin, Gabinveescecses {55

Be |
Perediy CarmeNececosscaresnaasl2)
Pérez Jiménez, Mario de Jests.(37)

de Prada Vicente, I Dolores..(31) (32}

Palacios de Burgos, M8 Jesiis..{53)
R

Rigo Romern, LuiSceecececoscess(43)

Robles Diaz, RicardOees.ssess(30)

Rodrfgues Cordobés, Juaneseasc(34) (35)

Rodriguez Garcia, Manuole..o..{45)

Rubialas Camino, EnriqUec.e...{05) {(50)

Ruiz Jimfnez, Blag Carlos.....{06)
Rupérez Padrén, JoS8 Ao cceee.{56)

8,2, U, %
- Sierra Vizquesn, HodestOecceeocs{44)
Salvador Alcside, Adelase.ssss(48)
Socas Robayno, Hartfn M. .e...(51)
Utgs, 3086 Hlueoroerssosassos(bL)
5, Y, 2

Vieder i Canals, Pelegrieces.cs(63)

Yabar Madinabeitia, Jos& Hanuel.(07) (20)

ZamarreRo Fernéndes, Ricardo..{03)
Zabala @anarero-Nifiez,Javier..(50)

i

IT JORNADAS SOBRE APRENDIZAJE Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

RESUMENES DE ONENCIAS

01. “P051b111dades graflcas ‘de los microvrdénadores standard"
{2° y.3° de BUP). Agust;n Blarico. Rula, {Grupo 2001).<;_

‘Batudio de las posAbllidades gréflcao de los microordenadores mis usuales:

tabu;ar1on, dibuic «de curvas; segmentos horizontales y vertzcales. Ap11ca~
eidn.a la “epresent3016ﬂ ‘de” d agramas de bavras, dibujo de curvas, mapas
y superfxcles. Craflccs en mov;mlento.',

02~ "’1mu]ac16n y ut111zacién de ordenadores en la Estadistlca ‘de 3°de BUP"v
Agustin Bl:nco Rufz. Benita Compos ela Mufiiz. (Grupo- 2001) :

Lanzamlenuo de moncdas por TOdOﬁ los alunnos- estud:o por estos de la suce-
sidn de las frecuencias relativas y sqkstab:;lzacxén. Idem para todos los
lanzamientos oféctuaﬁo~ por la clase. Introduccidn al coficepto. de probabili-
dad. i i '
Introduecidn a Tal dlstwlbuﬂiér binﬁmial a partir‘desla combinatoria.
‘Introdueeitn & la dzstrzbuclon noyvmal mediante simulaciones realizadas. con
oréeﬂador.v n b L . : N |
Utilizacisn por el profeso“ de un crdenador para estudiar los ejemplos de
distribuciones bidimensionales a propener.en clase. . [

03.~ "8i. Arqu1wedes hublera tenxdo calculadora"

(2° ¢e BUP). chardu Zamarreno Ferhfndez. (Grupo 2001). Serd leido por Agus-

+$n Blanco.

En €l trabajo se Dlantea el célculo del nfimero T como limite de una sucesidn
y las dificultades que plantean diverscs a;gorltmos a una calculadora por los
errores de redondeo, 1nvnstvgando cual es el algoritmo més adecuado.

0.~ "Las urnas... {estdn predbst1nadas°"
(BUP). Ricardo. Aguado-Mufioz Prada. Agustin Blanco Ruiz {Grupo- '2001)

En este’ trabajo presentamos un e]emulo de simulaﬂlon con ordenador en el cuzl

se ‘estudia cémo varian los estados findlss de las wrnas al hacerlo los paré-:

metros del programa. Hemos pre+enuldo erplotar al maximo la- riqueza probabi-

listica de una situacidn muy simple y, por otro 1ado, ‘mostrar una -de las po—
sibilidades que tienen los ordénadores en el Bachillerato.



s

05.- "El microcomputador para recuperacién individual del alumno. Tema: La

parébola',
(8° EGB-1° BUP). Enrique Rublales Camino. (Grupo 2001)

El programa realizado para un HP-SS, se dedica a presentarnos en tres gran-
des apartados un repaso del tema: La pardbola.

Ef el primer apartado se motiva el tema, 31mulando el lanzamiento de un pro-
yectil desde un tafién.

En el segundo, es propiamente el estudio de la pardbola; se ve cull es el
vértice, el eje, las ramas de distintas pardbolas, etc..

Y por filtimo en el tercero, se evalfia lo repasado por el alumno, de modo que
si lo sabe, pase a otro tema y si no, se le recomienda vuelva a insistir en
su estudio. .

06,~ "Una introduccién del concepto de algoritmo en Bachillerato. Estructura
_ general del ordenador'.
Blas Carlos Ruiz Jiménez.

Esta forma _parte de un proyecto sobre la ensefianza de la Informitica en los
niyeles de COU y Bachillerato y trato solamente de dos capitulos centrales:
l.v Idea de algoritmo. 1.1. Procesos. Descripcién de estos. 1.2. Algoritmos
" numéricos. 1.3. Algoritmos y programas. 1.4. Esquemas de flujo de control.
2.= Estructura general del ordenador. 2.1. Elaboracidn manual y elaboraclon
automatica. 2.2. Programa ‘méquina. 2.3, Otros lenguajes de. programacién.

07~ "I'as miquinas de calculaf.y el aprendizaje del cdlculo mental"
(EGB). José Manuel Yabar Madinabeitia.

Explicacién de una experiencia realizada con nifios de 3° y 4° de EGB sobre
el aprendizaje del cdlculo mental utilizando méquinas "Dataman" y miquinas
de-balcular sencillas con constante y memoria acumulativa. Se explicarén los
siguientes apartados:
1, Andlisis del aprendlza]e del cilculo mental.
2. Explicacidn de la experlencla

-~ tipos de ejercicios trabajados : .

~ procesos seguidos
3. Resultados .obtenidos y conclusiones.

08.~ "E1 lenguaje BASIC como EATP en el Bachillerato"
José Maria Menéndez Lobato. Juan Miguel Molina Bravo. Manuel Gonzdlez D&vila.
(Sem. Matemiticas I.B. Mixto 3 - Jerez de la Frontera)

Andlisis de la experiencia llevada a cabo en el I.B. Mixto 3 de Jerez de la
Frontera, impartiendo como EATP el lenguaje BASIC utilizando el Microordena-
dor ‘econémico Sinclair ZX81:
- Programa detallado sobre BASIC en general.
~ Utilizacidén de la Computadora ZX81.
- Papticularidades del lenguaje BASIC del Z¥81.
-~ Tipos de programas.
~ Programa previsto para 3¢ de BUP.
~ Utilizacidn del ZX81 en la mecanizacidn de 'la Matricula.
~ Ideas sobre la utilizacidn didictica del Microordenador en la asignatura
de Matemdticas.

09.- "Notas didicticas sobre Geometria: Una introduccitn a V2 con un apoyo
préactico"
(2°BUP). Juan Miguel Molina Bravo. (Grupo Diddctica Matemdticas Cadiz)
g

El objetivo de estas notas es hacer asequible el espacio vectorial v2 o, al
menos, el manejo de sus elementos con un minimo de garantias para su poste-
rior uso en el estudio de la geometria del plano, a ese alumno de nivel me-
dio o bajo.que aprende "haciendo". Para ello planteamos el estudio del pla-
no como la realizacidn de."itinerarios" por &1, compuestos. por tramos rectos;
1o que nos vd-a llevar a presentar los vectores libres como traslacionés. Pa-
ra caracterizar estas traslaciones (lo que equivale a dar mbédulo, direccidn
y sentido) se utilizard un procedimiento basado en el manejo de la cinta mé-
trica y la brfijula, aparatos conocidos por el alumno y de uso corriente en
los desplazamientos terrestres y en la navegacidn.
Este interés en hacer Ia exposicidén en términos "razonables" para el alumno
nos lleva a no cuestionar cosas que &l no hubiera llegado a cuestionarse nun-
ca, dejando un margen a la- intuicidn natural que le llevard a reconocer, por
jemplo, una traslacidn como algo que no estd exclusivamente ligado a los
puntos inicial y final en los que se estd utlllzando, sin necesidad de tener
que dar vida a entes ideales que lo Gnico que producen es un choque con su
mentalidad en un intento de consegu1r una delimitacidén rigurosa de los con-
ceptos.

10.~ YGeometria afin™
(2°-3° BUP), .Vicens Font y Paco Moreno (Grup Zero)
Introduccxon al espacio vectorxal'y apllcac10n a la geometria analitica.
~ Es un tema que ahora coincide con.el programa de 2° BUP, y existe la inten-
cidén de continuario. (No se separa la geometria afin de la métrica).
« Estructura del tema:
1) La idea es el estudio de la geometria analitica (estudio de las curvas
del plano).
2) Para hacerlo no necesitamos los vectores, pero los introducimos porque
se necesitan en Fisica (permite una cierta’ interdisciplinariedad) y por-
que estén. en el programa.

11.- "Notas didicticas sobre Géometria: Una introduccidn a la norma, produc-
“to escalar y coséno" ‘
Manuel Gonzilez D&yila. Carlos Barrio Calvo. (Didactica de C&diz).

Se trata de una introduccidn muy sencilla a los conceptos de norma, producto
escalar y coseno, ilustrando ademis el proceso de definicidn en Matemiticas.
Respecto a la norma, lo que se hace es enumerar las propiedades intuitivas

‘que debe cumplir la"longifud de un vector" y despuds probar con funciones sen-

cillas hasta encontrar ung que satisface las corndiciones exigidas y después. de
haber justificado la elimjnacidén de otras posibilidades. En el producto esca-
lar y el coseno, el punto de partida es andlogo: la bisqueda de una férmula
que nos mida la "abertura" formada por 2 vectores. Después de algunos intentos
se llega a las definiciones buscadas.
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12.- "La Geometria Afin del plano"
Manuel.Gonzélez_Dav1la. Rafael Hernandez Garcia. (Didictica de C&diz)

Existe un acuerdo generallzado sobre los’ inconvenientes y dificultades del
uso de los vectores para desarrollar la Geometria. No se puede negar, por
otra parte, algunas: de sus ventajas; en particular su potenc1a como método -
general para estudiar la Géometria de cualquier espacio.. En esta ponerncia se
analizan las causas de tales dificultades 'y se desarrolla la CGeometria Afinh
sin métodos vectoriales y se sugiere un desarrollo opcional, muy- sencillo,
gque permite que los vectores aparezcan de una forma natural sin necesidad

de construcciones formales complicadas (equlpolencla), es decir aprovechando
sys,yentajas y ellmlnando sus inconvenientes didacticos.

Se pretcnde adémds que este desarrollo ilustre lo que es la Gedmetria: una
construccidn nmatural y hasta cierto punto experimental.

13.= PSicologia gehética y aprendizaje de las Matem&ticas"
(18 etapa EGB). Asuncién Lépez Carretero. (IMIPAE)

Las concepc1ones eplstemologlcas y pulcologlcas del presente siglo aportan
dytos de gran relevancia que inciden directamente en la forma de abordar el
aprendlzaje. El IMIPAE centra su campo de investigacidn en el estudio de cb-

‘mo el pensamiento infantil construye espontéheamente el conocimiento y.en la

elaboracibén de los métodos de aprendizaje que inciden favorablemente en su
desarrollo. En esta ponencia expondremos algunos de los trabajos realizados
en el &rea de Matemiticas.

14 .~ "Construccién de una representacidn gréfica: El -grafico cartesiano"
(8° EGB). Aurea Libori Ramos. (IMIPAE). . :

Este aprendizaie plantea de que sean 1los propios nifios los que construyan su
propio sistema de representazcidn, construccidn 1mpresc1nclble para que-luego
puedan llegar a interpretar y utilizar el unlversal. i

La experiencia se 1levd a cabo en 8° de EGB en la Escuela Municipal PAU VILA
centro experimental del IMIPAE .donde se imparte Pedagougia Operatorla y en
el marco de. una ensefianza globalizada. Contempld las fases de:

+ Creacién de formas de representacidn gréfica.

~ Acuerdos para llegar a una representacidn’ colectiva.

- InterpretaCLOn y utilizacitn del sistema de representacién convencional.

45,~ "Ensayo de-educacidn personalizada en Matemiticas"

“(EGB). Manuel Cobarro Garcia (INDIMA)

Trata de una’ exper1enc1a gue se esta realizando en el ciclo superior de EGB
en su tercer afio y en ocho colegios de la Regidn de Murcia conjuntamente.
1.x Caracteristicas esenciales dé 1a metodologia que se ensaya.

2.~ Disefio de 1la experiencia. Anilisis de los resultados obtenidos en el cur-

so 81-82. (Comentario sobre los Programas Renovados). Recursos.

3.+ Comentario del tratamiento didéctico.dado a los temas: Iniciacidn a la
Logica y lenguaje slmhollco, Funciones y Concepto de nimero racional. Es-
tos tres temas serdn tratados a titulo de ejemplos.

16.- "El Semirnario de Diddctica del ICE como meaio de perfeccionamiento di-
ddctico e innovacidn”

(EGB, BUP, FP). Manuel Cobarro Garcia. (Sem. Permanente Matemiticas EGB del

ICE de Murc1a)

Ofrecemos el esguema ovgan1zat1vo de nuestro ]oven Seminario, al t1empo que
recogeriamos tedas las sugerencias de otros equipos de trabajo.

- ¢Por qué se cois stituyd el Seminario?

+ Objetivos

+~ Medios

= Organigrama.

17.< "Un’ehfodue'éistemético de la educacidn: El método diddctico de LANDA"
(Ensefianza Medis). Juan Maria Fajardo Utrilla, :

E) alza creéciente de los métodos diddcticos basados en el empleo de los mini-
ordenadores; los especiales modos de pensar que los planteamientos informati-
cos llevan consigo; la necesidad cada vez mas acuciante de la estructuracidn
del pensamiento y la seleccidn .de la informacidn, tan caudalosa, son razones
« entre otras muchas + que nos llevan a desarrollar en estas II Jornadas un
esbozo del M8todo didéctico-algoritmico de LANDA, elaborado en la URSS en la
década de los sesenta e implantado com probada eficacia.

El Método de LANDA,se basa, esencialmente, en la evaluacidn de la informacidn

-de retorno a4umﬁc~profesor, analizando no -los resultados (evaluaciones, con-

troles, pruchas; etc. ) sihc los precesos mentales simples del razonamiento
matemitice y heurlstlvo. De esta forma, se 01351f1can las dificultades del
aprendizaje y ejercicio matemdticos en varios grupos, se analizan los defec-
tos mas Frecuentes de la actividad mental de los.alumnos y se proponen en
la medida de los-p051ble,‘metodos sistemdticos para abordar con Zxito tales
dlflCLrtadeS. )

18.+ "Recursos‘metodolégiCQS"
(1° y 2° BUP, 2® »tapa ECB, 16T cic'o FP). Marta Berini Lépez Lara. Dolors
Benach Nolla. (Grup Zero)

Presentacidn de algunas actividades.que pueden realizarse en clase como com-
plemento del trabajo diario: murales, puestas en comiin, pasatiempos; construc-
cidn de aparates de medida, etc....

19.~ "“Fichas semiprogramadaé en la ensefianza del Algebra en 1° de BUP"
Pablo Ilores Martinez.

Frente a la clase "dictada" gue en 1P de BUP es especialmente poco efectiva,
el métode activo intentaria crear unas clases en las qu2 el aluwno "haga su
propia ciencia", Nos encontramos en una situacidn en la que no es posible de-
“jar absclutamente de lado los programas y, por otra parte, nc hay suficientes
estudios de aplicacidn del método activo al desarrsllo de las clases. Por es-
to el presente trabajo pretende dar un paso intermedio en este proceso. En &1,
el alumno hace su c¢iencia" con unos elementos minimos zl alecance de cualquier

centro: Fichas Semiprogramadas (fotocopiadas o multicopiadas) y libro de texto,

principalmente. La clase ge convierte con ellas en una serie de equipos de
trabajo que, durante una gemana o diez dias se dedican z completar las activi-
dades que le vienen encomngndadas en las fichas. Al final del periodc de estu-
dio dedicado a cada ficha'una prue-a, programada simultineamente a la ficha,
permitird contrastar los resultados obtenidos. Otras pruebas propusstas por
profesoreﬁﬂdistintos al experimentador y un cuestionsrioc rellenc de manera
aninéma per los alumnos suministran:unos datcs que den idea de la validez del
método, :



20.- " Un acercamiento experimental de la Geometria en las Escuelas de Magis-
terio".

(2° y 3%T ciclo EGB). JosepiM..Fortuny Aymemi. (Departamento de Matem. EGB

Sant Cugat).

Esta ponencia la hemos dividido en tres partes:

1. Andlisis de la situacidn real de los alumnos de Magisterio respecto a su
formacidn de los conceptos geométricos bisicos.

2, Formulacidn de los Objetivos 'y Metodologia de la ensefianza de la Geometria
en las Escuelas de’ Magisterio, teniendo en cuenta el apartado anterior.

3, Ejemplo concreto de la metodologia anterior: "Una manera de introducir el
concepto de mediatriz".

21.- "Las transparencias en clase de Matem&ticas" ‘
(1° y 2° BUP, 22 etapa EGB y 1°T ciclo FP). Elena Gomis Bertrand. Belén Es-
cudé Jordi. (Grup Zero)

Exposicibn prdctica, con la proyeccidn de transparencias, y comentaric sobre
las ventajas de su utilizacidn.

22.~ "Limite de sucesiones"
(BUP). Marti Casadevall i Pou. Joan Estafanell i Bas. (Grup. Zero)

A partir de unos problemas de cdlculo aproximado (superficies, nfméro ), se
pasa de la visidén intuitiva a una definicidn mis formal, primeroc de limite in-
finito, luego de limite cero y, finalmente, de limite en general, procurando
utilizar un lenguaje matemdtico lo mds simple y sugerente-posible.

23.- "Introduccidn del nfimero e (un ejemplo del uso de la Historia)"
(2° BUP). José Maria Martinez Blanco.

Para la mayoria de los bachilleres el nfimero "e'" es un enigma. La ponencia
explica cdmo puede utilizarse la historia (los métodos genetlcos) para dar
forma diddctica a una introduccién elemental del nfimeroc "e". Para ello se
utilizan las ideas de Blirgi.y Neper y se hace una reconstruccién de los tra-
bajos que condujeron a las primeras tablas de logaritmos, con lo que se fa-
cilita que el alumno desvele ese misqerio llamado ntmero "e".

24,~ "Algunos problemas didicticos de la Matemdtica en 18T ciclo universita-
2 rio con alumncs repetidores"
Eugenio Fedriani Martin.

Estudiados superficialmente algunos problemas de diddctica de la Matemitica
en primer ciclo universitario de carreras no cientificas y en especial de

la Facultad de Diencias Econdmicas de Sevilla, se presenta un "curso de repe-
tidores” de Anilisis lMatemdtico de esta facultad. Se trata de una experiencia
que viene realizando en el curso 81-82.
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25,~ "Valoracidén del 'Curso especial de repetidores' de Anilisis Matemdtico
.de Ciencias Econdmicas y Empresariales de Sevilla"

Flor Maria Guerreros Casas. <
]

Se hace una deseripcién de algunos aspectos de un curso especial para alumnos
repetidores, organizado por el Departamento de Matemiticas de la Facultad de
Ciencias Econdmicas y Empresariales de Sevilla, como intento dé resolver cier-
tos problemas didicticos de la Matemitica en esta Facultad.

La valoracién obtenida se considera pesitiva y se hace a través de unos resul—
tados parciales de rendimiento académico y de una encuesta realizada a los
alumnos.

26,~."Cémo hemos trabajado én 1° de BUP este curso 1981-81, utilizando el ma-
terial elaborado por el Grup Zero'
Carles Lladd Casablancas. Maria Victoria Corbers. (Grup Zero)

Desde una Sptica de "intercambio de experiencias" queremos explicar cémo he-
mos trabajadc en algunas clases de 1° de BUP durante este curso 1981-82, in-
tentando poner en préctica unas minimas pautas-metodolégicas, mis en consonan-
cia con las caracteristicas propias de los alumnos de este nivel:

~ no trabajar durante periodos muy largos de tiempo en un mismo tema.

= aprovechar cualquier centro de interés de los-alumnos.

v ver un mismo tema desde distintos puntos de vista y en distintos momentos.

~ no desaprovechar ninguna oportunidad de trabajar en forma interdisciplinar.

27,~ "Los origenes de la Teoria de grupos"
Antonlo Malet Tomas.(Grupo Matemdticas ICE Universidad de Barcelona) -

La Teoria de Grupos nace, segfin la tradicidn, en una breve Memoria de E. Ga-
101s que, tras la valoracidn que de ella hizo S. D. Poisson, fue rechazada
en primera jnstancia por la Academia Francesa de Ciencias en 1831. El1 mismo
trabajo, amparado por el prestigio de J.' Liouville, obtuvo el reconocimiento
plblico doce afios mds tarde. La ponencia describe las fuentes y el contenido
de dicha Memoria e intenta comprender su primer fracaso académico. & -partir
de ello se analizan los primeros pasos de camino que conduce a las formula-
ciones algebraicas actuales, lo cual finalmente, permite revisar desde una
perspectiva epistemolégica el papel predominante que una cierta filosofia ha
concedido a las estructuras algebraicas en la ensefianza de las Matemdticas.

28,« "Aspectos metodoldgicos-intuitivos en el estudio de graficas"
(BUP), Manuel Martin Fernandez.

~ Una metodologia intuitiva para llegar al concepto de pendiente de una curva
en un punto.

+ Estudio de casos de no existencia. :

~ Andlisis intuitivo de la "regularidad" de la curva. Grdfica de pendientes.

~ Estudio de los diferentes casos de pendiente cero. Gréficas de pendientes
sucesivas. Caracterizacidn intuitiva (Criterio general sobre determinacidn
de méx. y min.).

~ Concavidad, convexidad y pUﬂtou de inflexidn: caracterizacidn.intuitiva
(eriterios de convexidad).
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29.- "Interrelacidn Fisica-Matemitica. Las funciones circulares y el m.a.s.,
su aplicacién al estudio del péndulo .matemdtico"
(3° BUP y COU). José de Miguel Garcia.

El autor considera que para una mejor ensefianza de la Matemdtica es necesario
exponer al alumno trabajos donde se vea claramente la interrelacidn de la Ma-
temitica con distintos fendmenos fisicos. En esta ponencia se puede ver cdmo
estén.relacionados el m.a.s. con las funciones circulares; cémo se usa de la
extrapolacidn de datos para solucionar casos de indeterminciones; cdmo debe
de elegirse la media mds apropiada para representar el valor de una magnitud;
cémo se pueden construir las graflcas de distintas funciones y cémo el traba-
jo experimental abre el camino de una investigacidn sobre un determinado fe-
ndémeno. Ll objetivo de este trabajo es encontrar un método para obtener el
perlodo de un p.m. con amplitudes de hasta 90°, asociando dos movimientos con
el mismo periqdo, y cuya comprensidn esté al alcance de un alumno de 3° de
BUP o de COU,

30,~ "Cilculo de un determinante mediante una calculadora de bolsillo progra-
nable",
Ricardo Robles Diaz. .

Se describe el procedimiento del cdlculo de un determinante mediante el método
del pivote, poniendo de manifiesto el ahorro de operaciones que supone frente
a la aplicacidn directa de la defjnicidn de determinante. Se detalla posterior-
mente el diagrama de flujo de dicho algoritmo utilizando instrucciones BASIC

y se pone de manifiesto la posibilidad de ser programado utilizando minimos
requerimientos de memoria, lo que permite el uso de una calculadora de bolsi-
llo programab]e Se describen entonces dos programas, uno en BASIC para una
calculddora de mesa HP-85 y otro en &1 lenguaje propio de la calculadora de
bolsillo TI-59, que permiten por un lado, comentar ciertas técnicas de progra-
macién con pequefias calculadoras y por otro, establecer algunas comparaciones.

31,~ "La conexidn EGB-BUP"
Maria Dolores de Prada Vicente.

Se tratard de los diversos estudios realizados sobre la conexién EGB-BUP en
distintos distritos universitarios y comentario al respecto.

32,~ "Los brogramas renovados de EGB"
Maria Dolores de Prada Vicente.

Se tratard sobre la orientacidn general que ha guiade la elaboracifn de los
progranas renovados de EGB: objetivos, contenidos, etc..

33,- "Aplicaciones pricticas de la enseflanza de las Matemdticas en el Bachi-
llerato”
Maria Alvaro Galvache.

Dado el alejamiento de la ensefianza de las Matemiticas en BUP, se pretende
hacer un acercamiento de estas ensefianzas a los problemas reales; como res-
puesta se trata un problema de secuenciacién de trabajos en un taller, par-
tiendo de los conceptos de combinatoria gue posee el alumno.

34,- "Didictica de la numeracién"
(Ciclo inicial de EGB). Juan Rodriguez Cordobés.

En primer lugar haré una introductién de los fallos que a mi entender se dan
en la actual diddctica de la numeracidn.

No conveniencia del sistema de numeracién binario en el ciclo inicial de la

EGB.

Relacidn de la numeracién con la elaboracién de la escritura matemitica y la
convencién de los signos matemdticos.

Construccién operatoria de los nfmeros.

Introduccidn a la base zopo. Una experiencia de un nuevo sistema de numera-

cidén con nifios en prlmero de EGB.

Comentario a esta experiencia.

35.~ "Una aportac1on a la dldéctlca de las operaclones matemiticas: Diddctica
-de la raiz cuadrada".
(22 etapa de EGB). Juan Rodriguez Cordobés.

Se trata de una eportacifn para comprender todos y cada uno de los pasos que
se dan en la mechnica de la raiz cuadrada, Empezaré exponiendo una encuesta

_sobre esta operacidn, para despuds, ir explicando cada uno de estos pasos com

un material adecuado (decimetros cuadrados, tiras de decimetros por centime-

tros y centimetros cuadrados).
Primero haremos la operacidn empirlcamente con napel milimetrado, después
manipulando el material y por @ltimo lo trasladaremos al lenguaje grifico.

36,~ "Explorac;on del espaclo. Una introduccién al estudio intuitivo de for-
mas y relaciones espaciales en el plano”. .
(Ciclos medio y superior de EGB). Isabel Barragén Pé&rez.

Mediante una exploracién activa se pretende que el nifio llegue a adquirir
conceptos y relaciones sobre entes geométricos.
Recubrimos el plano per tridngulos equildteros y proponemos una serie .de ac-

‘tividades que llevardn al descubrimiento de diversas figuras y propiedades

geométricas.

Generalizamos las observac;ones al caso de recubrimiento por tridngulos cuales-
quiera. .

Planteamos posibles apl;caclones al cilculo en determinadas 31tuac10nes

-37.~ "La recurrencla transfinita en el prlmer ciclo universitario"

Mario de J. Pérez Jlmepez.

Con frecuencia suele decirse que se "construye una aplicacién” de un conjun-
to bien ordenzdo no.vacio (A, <) en un conjunto B (las sucesiones recurrentes
constitiyen el ejemplo mis 51gn1f1cat1vo) mediante el siguiente esquema ("pro-
ceso recurrente"): 1°. Se define la imagen .del primer elemente a de (A4, <).
20, 8 x € A - {a} entonces, supuestas conocidas las imigenes de los elemen-
tos estrictamente menores que X, .se define la imagen de x, a partir de éstas.
En el presente trabajo se analizan en profundldad tales procesos demostrando-
se que, salvo en el caso A finito, no definen directamente una aplicacién de
A en B, lo cual obliga a un replanteamiento del problema de la recurrencia
con el fin de compatibilizar lo "intuitivamente evidente" con lo "matemdtica-
mente plausible”. Asimismo, se justifica la.conveniencia de desarrcllar y
resolver en su totalidad los procesos recurrentes en el primer c¢ciclo univer-
sitario, con la aportacién de razones metodoldgicas, diddcticas y miltiples
aplicaciones précticas que hacen aconsejable su tratamiento a dicho nivel.
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38.- “En torno a la meiodologia del Grup Zero de Barcelona" -
Jordi Deulofeu. (Grup Zero)

Esta ponencia constard de dos partes: . 2
-.En primer lugar una breve exposicién de cudles han 5149 las bases de nues-
tro trabajo (matemiticas constructivas, ligadas a cuestiones reales y con-

cretas, etc.). . .

* En segundo lugar queremos hacer.un anilisis autocritico de nue§fro material
en el sentido de ver hasta qué punto la metodologia de resolucl?n de proble-
mas es exactamente la nuestra y qué ventajas e inconvenientes tiene nuestra
metodologia respecto a otras mis tradicicnales.

39,- “"Deteccién de errores en el cdlculo aritmético: un ensayo metodoldgico
(BUP, COU). José Marfa Lamarca Paris. (Grup ARESTA)

A ﬁévtir'de-la obsérvacién,de la persistencia de los errores bésicos de cal-
culo aritmético cometidos por un sector no despreciable del alumnado de ?at
chillerato en general, este trabajo pretende, por un parte, poner de manifies-

" to la magnitud del problema y, por otra, exponer las bases de una metodologia

destinada a aumentar la capacidad de los alummos para- detectar dichos errores.

40,- "Diagnéstico y recuﬁéracién de la adqpisiéibn de contenidos"
(BUP, COU). José Gascén Pérez.(Grup ARESTA)

La observacidn de nuestros alumnos nos ha llevado a la conviceidn de.que la
etapa mis basica del aprendizaje radica en la adquisicién de conoccimientos
sobre contenidos. ) T , |

Las dificultades en esta etapa bloquean el progreso del alumno y constituyen
un factor importante en el fracaso escolar. L . '

El Grup ARESTA estd desarrollando una metodologia cuyo objetivo inmediato

- consiste en disminuir dichas dificultades; dicha metodologia parte de crite-

rios empiricos y pretende tomar en consideracidn las dificultades especificas
de cada alumno.

41,~ “Actividades y éjercicios pafa el desarrollo del tema de Estadistica en
" 1° de BUP".
Antonio Arribas de Costa. (Grupo Gamma)

A partir de dos experiencias sencillas realizadas por los alumnos3 descifra-
miento de un mensaje y encuesta sobre el profesorado, se inicia directamente

el tema y la metodologia experimental de la Estadistica. :

'E1 desarrollo del tema en clase se hace mediante ejercicios y actividades que
los. alumnos.realizan con la orientacién del profesor. Se pretende que los alum-
nos- sean capaces, mediante descubrimiento personal, de alcanzar las correspon-
dientes técnicas, conceptos y actitudes.

Se comentardn los.objetivos del tema y la metodologia seguida en su desarroll?,
asi como algunos puntos concretos, como los posibles engafios, equivocos y mani-
pulaciones en las informaciones Estadisticas.

Se presentard un sistema de evaluacién compuesto por varios elementos: pregun-
tas abiertas, prueba de respuesta mfiltiple y trabajo de campo. i

Para ilustrar y completar la visidn del trabajo presentado se entregari un ex-
tracto del material.

42.~ "Sobre la iniciacién en Matemiticas en &} cémienzo de la E.G.B."
Carmen Pereda

Si se admite que el pensamicnto- 16gico y log conceptos matemiticos .
tienen su origen en las percepciones ¥ acciones del sujeto,el principal
objetivo de la ensefianza de Matemiticas en E.G.B. es dar un fuertec sopor-
te sensorial y moiris a los primeros'GOncéptos'mateméticos,qﬁe ayude a

.la formacién de representaciones internas y permita el dinamismo de las

asociaciones.,

Examinaremos las ideas de A. Lapierre para la utilizacién de los ejer—
cicios psicomotrices para el desarrcllo de la légica del nifio y para

la iniciacibén conjunta en Matemiticas, ritmo; desarrollo del lenguajé,etc.
Después, en una actividad concreta con un material en uso, "Nimeros en
color", veremos cémo un material permite introducir un concpto numérico,
motiva y justifica la introduccién de las operaciones y pormite el paso

& representaciones simb6licas que permiten la automatizacién del célculo,

43.-"Progrmacién del blogue de las fracciones en ol ciclo medio de la E.G.B."
Luis Rico Romero( Grupo Granada Mats). - -

Los nuevos cuestionarios suponen una modificacién importante en la costum-
bre de sefialar contenidos doncretos para niveles éoncretos; actualmende se
asignan periodos mis &mplios- ciclos— para la adguisicién de un conocinien—
to pero al mismo tiempo se d4 mayor precisibn a los aspectos que deben lo~
grarse- objetivos—.

De acuerdo con la nueva planificacién éste trabajo intenta disefiar un vosi-
ble desarrollo del blogue tem4tico de las fraceiones, knalizamos las posi-
bilidades del alumno, la progresién en los contenidos, las distintas meto-
dologias y los objetivos finales propuestos. Tenemos asi mismo en cuenta
los rczultados obtenidos en algunas investigaciones realizadas sobre la
adquisicibn de éstos conceptos. Con todo ello elaboramos una propuesta de
~-= programa que entendemos es interesante para el profesor de Mztemdticas
de éste ciclo y de los posberiores.

44.- "Estudio de los programas renovados de Matemfiicas en los ciclos Me-
dio y Superior%. .

(B.C.B.). Modesto Sierra Vizquez.(Diddotica de las Hatemiticas de E.G.B.

del I.C.E. de la Un. de Salamanca).

El grupo.de estudio est4 en generazl de acuerdo con ol documento inicial en
el que el M.E.C. exponia la filosofia sobre los programas renovades; sin
embargo observa gue dicha filesofia no ce traduce posteriormente en el do-
cumento sobre los niveles bisicos de refercncia.

Ep cuanio al estudio realizado sobre los ciclos medio Y superior sc¢ expon-—
drin aquellos puntos en los que estamos en dcsacuerdo. Asf, por ejemplo,en
el ciclo medio disentimos gel iretamiento que los programas renovados den
a la teporia intuitiva de cpnjuntos y damos una aliernativa gcobre dicho to-
ma. En lo:. referente al ciplo superior,enirn ctras cuestiones creemog posi-
ble la construcéitén de 2 y Q en contra de lo manifestado en el docurento
del M.E.C. ) ! ]

El estudio s¢ ha realizado conirastandc con la prictica escolar diaria.
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45.~ "Didéctica de las Matem4ticas en la 22 etapa de E.G.B. y Ensefian-
zas medias, Sistema de evaluacién"
Manuel Rodriguez Garcia.

La fuente del saber matemftico se encuentra en los libros.El alumno no
acude a las fuentes quizfs porque les son inaccesibles, contentdndose
tan s61o0 con 1o gue el pr fesor le ofrece, vatisfaciéndose con alcan- .
zar procesos mecanizadogd

La didéctica que se propone parte dec la idea elemental de conseguir la
alfabetizacibn y concepiualizacién matemiticas facilitando la capacidad
discriminativa, incrementando las posibilidades de anflisis y sintesis
¥y adiestrando en las transferencias de conocimientos tebricas a casos
précticos. Asi mismo, ofrece un sistema de autoevaluacidén Yy medicién
de rendimicntos que permiten pronosticar la evaluacién de 1los alumnos
¥y predeterminar los valores esperados potenciando la capacidad de au-
toeritica de los alumnos que le sefiala hacia dénde han de i dirigidos
sus esfuerzos.

46 .~ "l61todo audiovisual de Matemfticas en 2¢ de BUP: motivacibn, refuer-
z0 y recuperacibn."
José M® (Galdén Canavese.

Hemos elaborado un método, para todos los temas de matemfticas de 2¢ de
BUP, consistente en la visualizacidn mediante diapositivas Y audicibn
mediante cassettes (montaje) de loz conceptos desmenuzadcs paso 2 paso.
La estrvcturacién general del curso audiovisual est4 basade en los Es-
pacios vectoriales. El soporte ffsico consisie en 600 diapositivas y

6 horas de grabacién en cassettes, a las que se les puede sumar otras
coinplementarias de retroaccién, interviniendo la voz del a2lumno con los
tépicos y dudas gue ce le plantean con frecucncia.

47~ "Progromacibén de 22 de BUP."

" }& Fernanda Yoreno Diaz de la Espina. (Grugpo Mendoza ).

- Ao~ Espacios: 1l.- Espacios vectoriales reales. 2.-~ El plano affn. 3.-El

espacio afin. .
Be~ Trigonometrias 1.~ Definiciones y relaciones fundamentales. 2.- Eesg-
lucidén de tri&ngulos.
C.- C&lculo: 1l.- Recia real. 2.- Funciones reales. 3.~ Limites y conti-~
nuidad. 4.- Derivadas y primitivas. 5.~ Integral definida.

48, “Geometria en 3¢ de BUP,"
fdela Salvador Alcaide (Grupo Cere).

- Geometria: su olvido en los plahes de estudio.

.llo 2 la Ceoretria de Buclides.

Jlo a una geometria algebraica o anaiftica,

Pransformaciones geoméiricas.

- ¢ C6no casclarlo?: Una propuesta sobre una forna de ensefiar las isone~
metrfas planas y las igometrias en el espacio a par—
tir del estudio de "motivos mfnimos".

N

49.~"Consideraciones crfticas sobre los Programas renovados de Matemit icas"
(EGB) Luis Perrero dc Pablo (Didéctica lMatem. EGB Nadrid).

- Critica global de los Programas.
- Ciclo inicial,
- Ciclo medio.
Consideraciones generales.
Consideraciones particulares.
--Conclusiones,

50.~ "Programa de Inform&tica como E.A.T.P. en 22 y 3° de¢ BUP®
Enrique Rubiales Camino. “Javiei Zabala Camarero-Nifiez (Grupo 2001)

Se presente un programa razonado de la Asignatura de Inforwitica como EATP
en BUP.

51.~ "Experiencias did&cticas en Matemiticas en el ciclo inicial de EGB"
Martin Manuel Sécasﬂoba#na (Sociedad Canaria Prof. Het.)

Presentacifn de algunas experiencias de aprendizaje de la Matemética en el
Ciclo Inicial de EGB y de uné 1fnea metodolbgica para la enseiianza--aprendizaje
de esta discipliha,que est4d llevando a cabo el equipo de trabajo:"Programaciba
en EGB" de la S.C.P.H. en diversos Colegios Pdblices  de la Provi ncia de Tene—~
rife,

52.- "Apéndice de la programacibén de 29 de BUP"
Manuel Garcfa Serranc. (Grupo Kendoza)

1)
Ya que en 22 de BUP se ve el cllculo de Derivadas y penszndo que algunos 2luvm-
nos no escogerfn Matemft icas en 39, pensamos que en 2?9 se dcbe ver la rclo-
cibn que cxiste entre la derivacibén y el cflculo de fircas. De vna manera muy
simple lo vemos nosotros en nuestra Progrzmzcién y sobre esto, cn definitive,
{trata cl tema que adjuntamos. Se explica la propicdzd del valor medio, el Tco-
rema fundamental del C&lculo integral y la regla de Barrow.

un
53.~ Aportaciones al Algebra de matrices"

(COU ~ Interdisciplinaridad) K2 Jes@is Luelmo Verdd. Ke Jesds Palacios de Burgos.

(Colectivo Leonés Didactica Matembticas).

Presentamos u na introduccibén intuitivae al concepto de meiviz y flgebra matri-
cidl, seguida de itrs pequeiios estudios que desarrollen lo anterior, y que pue-
den planitcarse como trabajos a2 realizar per los alumncs.

Con ello intentamos dar un nodelo de "metemfticas en la realidad", entendicudo
que la activided matemftica,l sobre todo en sus fascs elemenlalern, es uvn prc
80 que no sSlo «e eplica a la reelidady; cino que surge del
tud de fenfuenos; en apa riencia dispares, pero que pueeden
un nmisio concepto matenmitico. Bste tratumicnto,que en: linens generale
¢l proceder del cientffico, permite tawbidéa un acercuniento 2l
cipliner oue debe ceracterizar a la ensernianza clenenial y medin.
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’Luis Baltuena €

54.~ " El nfimero natural en la primera etapa de EGB"

M2 Elisa Carrillo Quinicla (Grupo Cero Valeneia)

Concepto familiar ¢2) nlimero en el nifio. Concepto matem&tico elemental dé
nfimero natural. Aspectos cardinal y ordinal. Introduccién y reflexibn sobre
el ntmero en el primer ciclo de EGB. Presentacién de una experiencia,

55.— "Técnicas de itrabajo intelectual aplicadas a la Hatem&tica"
(EGB - BUP) Gabino Madina Martfa. (Scdad. Canaria Prof. Mat.)

Se parte del hecho de gue en la estructura educativa actual no existe ningln
ente que tengc como misibn es neci;ica la de orientar a los alumncs en las
técnicas del trabajo intelectuale.

Este equipoparte de e¢sa realidad e intenta ir un poco mis 2114 informando

no s6lo de unas nociones minimas generales, sino que profundiza csvecifica-
mente en la matemftica, ror entender gue esta disciplina requiere unas téc-
nicas diferenciades.

Dada lavnmplitud del tema, se opt6 por parcelarlo y concentrar los esfuerzos
en -capitulos tales como "los apuntes de Mateméticas™, "como roalizar el acto
de cstudiar Hatemfticasz", etc. S '

56.~ "Los sesfngulos®
(ECB) José Antonio Rupéres Padrén (Sdad. Canaria Prof. Mat.)

Se trata de la exposicién de un material estructurado, basado en 108 Hexanra-
nas del Dr. Salombn, utilizable para ¢l desarrollo de conceptos l6gicos, geo~
méiricos, estéticos, linglifsticos, etc, medienie el principio "Jugando apren-
demos" de Leibnitz. El trabajo se encuentra en cl periodo de recoleccidén de
datos experimentales en los niveles medio y superior de la EGB.

5Te— "Loz Seminarios Didéhcticos de Matcmbticas"
astellano (Sdad. Canria Prof, Hat.)

Se parte de la idea de oue los Seminarios Diddcticos juegan un panel ceﬁf;ai

en el desarrollo de la esignatura. Sc definen ésios, se analizan sus cbjeti-
vos asi como las posibles razones de su no funcionamiento en general, y se.
exponen, fin2lmente, un conjunto ide ideas ¥ suycrenoias aue nefrian contri-
buir a su funcicaomiento rszal. Son actividades gque lLoa side experimentzdas
en diversos scminarios y que se prescnian sélo 2 nivel orientador. Ceda Se-
minerio tendria oue edapizrlas a sus especiales peculiaridades, pues se Sos-
tienc la idea de que los circusstoncias de cada CGentro hacen que los Hemina-

rios no sean todos iguales.

58 "La represenlaciln del espaciof
(368 - TUP) Fransisco Asnar Valejo. Luis Balbuena Castellazno (Sded. Conaria -
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Un problema que no ha cido adn suficientemcnie estudiado es el cbmo se rehs

1iza la representaci6n de figuras itridimenszionales en el plano,csto es, cufi~

les son los mecanisnos epistemolbgicos que llevan a la persona a posesionar-

- se de les técnicas necesarias para representar el espacio. Piaget y su escue-

la hacen aportacione" sobre el tema s:gu1endo su linca de sicologla evoluti-
va. Segin ellos s6lo cuando el nific est4 en posessn de estructuras 16gicas,
1lega a 1a representacién d e la tercera dimensibn. Esta teorfa ha sido =
cuest;onada or otros autores. intentando demostrar que los esguemas de. re— -
presentaclﬁn son de orden estricta-mente genétzcos gino cultural.

A través de pruebas realizadas €n una amplia muestra de chicos ascolarizados
entre los dicz y los dieciocho afios, nosotros intentamos aporter datos so—
bre esta segunda lfnea de investigaci6n reforzando la idea .de gue antes del
esquema de represen.aezdn de la perspectiva central ex1sten otros y que aquel
es fruto de condicionantes culrurales.

. .

oo a N
'

5%~ “El proceso de generalizacibn y el aprendizaje del lénguaje matenitico -
a lo largo de la EGB."

M. Fernéndez Reyes (Scdad. canarza Prof. Mat.) .
Gran parte-del fraceso del alumno de los §ltimosz’ niveles de la EGB y 1% de
BUP y FP se dcbe, creo, a que 2l tratar ciertos conceptos en la primere etau
pa no guedaron éstos suficientemente claros, sedimentados y generalizados.
A lo largo de -sus e:tud1os de Matem&t1cas, el alumnado va vi-endo "cosas
d1stintas“ cuando en real:dad, sin serlo. en muchps casos, se les da la 1mnre-
£i6n de que asf es., Creo que pucde conseguirse,pdr ejemplo, que el alumno
escriba con toda naturalidad ‘1a relacidn qie envuclve cl ‘enunciade de un
problema de ecuaciones si, on su nomento, se le easefié a biscar y represen~
lar relaciones similares con nimeros conocidos. Y, sobre todo, si a) hacer- /
lo se han cubierto debidamente las trs etapas de manipulacién (para descu-
brir), expresién en lenguaje ordsimario y formalizacidn.

60.~ "Diagnbetico matem&tico en EGB"
Inmeculada Bordds (Rosa Sensat)

61 .~ "Re!iexlaaaa naieagpdagﬁgieas i6l método heur{stico en la 28 etapa
de BGB"
José H-! 2

ets (nuaa’-*s'ensat)

62. -‘ﬁiﬁéiian ciés de inform&tioa en la 29 etapa de EGB"
Romén Ccmelf (Rosa Sensat).

63~ "Una introduccién histérica de los Ndmeros Comple jos*
Pelegri Viader i Canals - 65



STUDIO DE LA§ POSIBILIDADES GRAFICAS DE I.OS MICROORDENADORES'
f » i ."":v o 3 ol -\ -__ N S .

A).

Hemos estudiado la explotacién de 1as posibi-:;

_lidades gréficas quefofrecenjlos microordenadores ‘dotados, de "
monitor de TV, sin alta resolucidn. Normalmente la: pantalla

del monitop se descompone en. una- ciert cantidad de filas' 'y
columnasy que dividen la superficie ﬁtil en un numero de pe= ? ‘
queﬁos cuadrados, generalmente entre 500 LY 2000, aproximada-" :
mente. El microordenador que hemos utirlzado nosotros descom;'_,

”pone 1a pantalla en 25° filas (desde la ga 1a 24) 'y 40 colum- °

N

nas (desde la [ ¢ la 39), lo que da lugar a 1ooo cuadrados,
en. cada uno de los cuales podemos representar un simbolo numé

Vrico, 1iteral o gréfico, estos ultimos dentro de -un pequeno

alfabeto de ellos disponibl' e o , . )
Un primer pro_lema con el que se. encuentra

‘uno, cuando piensa en.la’ portabilidad ‘ge los programas con-
.gréficos, es:-la no standafaizacién, no ya de las instrucciones,

sino de las, coordenadas en 1la pantalla; Hemos optado por si- .
tuar el origen en el vértice superior 1zquierdo, que es la og
cion mds generalmente adoptada, .~ ., :

s % : Ademé% de las instrueciones standard del BASIC,
hemos utilizado 1as siguientes, que por: no ser propias del\len
guaje,_sino depender del constructor, cada ‘uno las 11ama de
una maneras , 3 Dt 2 . : -

- borrado, que borra 1a pantalla Yy situa el cursor
en el primer lugar de esta (se encuentra ‘en todos
los microordenadores), R

- ir al origen, no. borra 1a p§ talla.ﬂ\l i

67}
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TABLAS

Parece obligado comenzar cualquier estudio so-
bre graficacién con Qrdenadores en BASIC con un ejemplo de uti
iizacidn de la funcion TAB para disponer apropiadamente una t3a
bla en la pantalla. La orden TAB(X) lleva-el cursor a la colum
na X, dentro de la fila en que se encuentra, Veamos un programa
que nés'proporciona una tabla numéricas

10 PRINT"O"

28 REM ENCABEZRMIENTO

30 PRINTTHB(S),“NUMERO“;THB(lS),"DOBLE“;THB(95)a"CUHDRHDD“
.40 FORI=3TO34

S8 FRINTTRECI); "%";

60 HEXTI

&5 FRINT

78 REM TABLA

&8 FORN=1TD20

290 PRINTTRECEY:H; TABC163; 2#N; TRB(26) N*N

168 HEXTH . .

118 GOTO110 g
. 126 EHWD

El programa, muy sencillo, borra la pantealla
(instruccidn 10); escribe el encabezamiento y lo subraya (has-~
ta la fila 60) y, posteriormente, escribe los valores regueri-
dos para los numeros gque van del 1 al 20; pbr.ﬁltimé, la ejecy

cidn cae en un ciclo sin fin{instruceidén 110). Tanto la instrug

¢idn 10 como la 110 tienen. .una funcién principalmente estética,

la primera evita la permanencia en pantalla de simbolos anterio

res a la ejecucidén, y 1a segunda la llegada de simbolos pos e-
riores a estay unos y otros podrian estropear la claridad de

los textos o dibujos, o llevarnos a confusidn,

REPRESENTACION DE FUNCIONES CON TAB '

Otra posibilidad que ofrece la’ funcién TAB es

‘la de representar gréficamente funiciones. Es inmediato pensar
que si el origen de las variables puede situarse en el vértice
superior izquierdo b4 Tms(x) ‘sitda el cursor en la -columna X,
para funciones positivas, FNF(x) 7 TmB(FNF(x)) situara ‘el cur
sor en la columna FNF(X). Asf podémos, considerando b 4 crecien-
te hacia abajo e y creciendo de izquierda a derecha, represen-
tar £(x)=70/(x+1) con este sencillo programa,

1 Borrado -
2¢ FOR X=1 TO 23

3@ PRINT TAB(7#AX+1));"*"

4% NEXT X

5S¢ GOTO 5#

67 END

cuyo segmento principal, las lfneae 20 a 40,7cumplen la funcién
de imprimir en el lugar adecuado (1f{nea 30), y esto hacerlo 23

veces (l{reas 20 y 40).

Imprimir en el
lugar adecuado

‘Siguiente X

'si qulremos utilizar TAB para representar fun-
ciones cualesquie:a,'hemos de introducir un condicional gue so
lo.permita actuar a esta instruccibn cuando su argumento esté

~
'



. entre O y 39. Veamos un ejemplo; el diagrama de flujo asociado

ser a

para 1a-fnnci6n y=x2+3, el prbgrama quedaria,
as{,

5 DEF FNF(X)=X¥2+3 ) :
1g Borrado
2% FOR X=1 TO 24

v

3@ IF FNF(x)ﬂ AND FNF(X)&38 THEN PRINT TAB(FNF(X)):".": e

35 PRINT

4@ NEXT X '
5% GOTO 57

6@ END

si quisieramos repregentar funciones con orde-

nadas negativas, como ser{a la funcidn seno, habria dos camings,

a) sumar una ¢onstante a3 todas las ordengaas, de for-

ma que sean todas positxvas,

b) sumar e@sa constante a1 argumento de TAB,
‘Aplicando esto. a ‘la representacién de la funcién senoidal, ob-
tenemos ‘las siguientes posibilidades alternativas,
a) snstituir la- ‘14nea 5 por esta otra
5 DEF rnf(x):19+1s*sxn(X/5)

b). sustituir la 1fnea 3¢ pdr

3¢ IF FNF(X»‘—IQ AND FNF(XF—IQ THEN PRINT ThB(l9+15*SIN(X/5)),“ ey

hemos de recalcan también que, al ser la funcién una con un cam
po de variabilidad tan pequeﬂb, hemos tenido que modificar ambas
escalas, la de»x4y la de y, :

Do

} REPRESENT&CION DE_MAS DE UNA FUNCION

. LO que no puede hacer 1la funcién TAé es tomar,,

:.en una fila, un valor- menor que otro que ‘yva haya tomado en .ella,

Para poder raepresentar simultaneamente dos funciones, es necesa
rio comengar por la de menoy ordenada. Veamos un ejemplo,

'S REM FUNCIONES

10 DEFFMF{X>=18%COS(X/D)

2 .20 DEFFHGCHI=18¥SINCR D)

38 REM INTERVALO DE REPRESENTHCION
48 INPUT"ORIGEN DEL INTERVALQ";P
50 INPUT"FIN DEL INTERVALO®:F
68 REM REPRESEMTRCION .
78 PRINT"O"
80 FOR X¥=F TO F STEP (F-F)~/23
.98 IF INTC{FHFCRYI=IHTC(FHG(X)>> THEN C=i
168 IF INTCFHFCX) ICINTCFHGCH) ) THEN C=2
116 IF INTCFNFCRDIZINTCFHNGCRY) THEN C=3

- 120 ON € GOSUB 208'256:338

130 MEXT %

149 GOTO 148 1
158 END - , I
200 REM SE CRUZAN LA$ [0S CURVAS e -
218 PRINT TRBCFNF(XyF1ediv1n 3
Z26 RETURN

256 REM EL VALOR DE F(X) ES ‘MENOR QUE EL DE G(X).
260 FRINT TRAECFHFCH)+183;"1"; TABCFNGCHI+18); 2"

5
3
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278 FETURM i

Zo8 REM EL VALOR DE F(X) ES MAYOR QUE EL DE G(X
318 PRINT THB(FNG(H)+15);":“5 TABCFHF (Ko+180 1Y
220 RETURN
RERDY.

SEGMENTOS

También podemos emplear TAB para dibujar segmen

tos horizontales en uha fila cualquiera. Para ello, tras borrar
la pantalla, bajaremos el cursor a la fila requerida y, usando
la funcidn TAB, dibujarémos en los lugares precisos,

El programa asociado a estos diagramas ser§, o

18 EEM ZEGHMEHTO HORIZOHTAL Eh LR FILA FL
29 IHFUT “FILR"FL

i6@ IHFUT "FRIHCIPIO“:P

118 IHFUT "“FIH":F

128 FREINT"® . S

158 REM BAJAR A LR FILA

160 GOsUE Zoa

1z@ FEN DIEHJG LEL SEGHMEHTO HDRILUNTHL

i 5] nnTu "uu

218 EHD

340
RE

300

31é.
ﬁa
225
°39
346
358
3608
J3ve
488

o418
- 428

436

S8 INPUT_"COLUMNA®;C

-lea-

B 31
1128
“138 -

i 146 FL=P
= 158
Lol 288
S 218
L, 220

296
Relly)

318 G=6

326
338
340

350

0]

37

S6e
Sl
Sza
S3e

. 548 . - i
RERDY. o e

Y,

EEE SUERUTINH DE BHJHDH o
REWM S1 b-FL 1 HENDS BHJHDO BHSTHNTE
IFFL=0THENZ7E
IF. G=FL-1. THEH 370
PRINT AL
GOTO 330 G
RETURN 1

REHM SUBRUTINH DEL DIBUJO
FOR I=F TO F
FREINT THB(I);"*"
HEXT I 2"
RETURH -

ra dibujar un segmento vertical en’ la colum-, ;

'Hf na C, desde la flla P a la F, vamos a emplear otrQ programa
.:_;»an51°9°o'en el que nos volveremos a encontrar con 1a subrutina '”f
300, e i

que rara vez vamos a abandonar.

INPUT - "FRINCIPIO"
IHPUT YFIN"GF

ggﬁ“ﬁx%ﬁ?o;hEL séen NT Eich
E o IC
BOSUR_ 500 - v T_ (ol

REM SUBRUTINH DE BHJHDH

REM 51 G=FL-1 HEMUS BHJHDO BHSTHNTE
IF G=FL-1 THEN sre v
FRINT g g pBmee ok
I-""'.-’+1 . 0®C oo . _;'_‘ s

G0TO 238

-RETURH

FEN qUBRUTINH DEL SEGHENTO VERTICHL
FOR I=P TO _
FRINT THB(L) "*" .
MEXT I 3o

FETURH

Entretenerse en’'di ‘segmentos puede. parecer




pueril, pero su dominio nos abre el camino a otros tipos de re -
presentaciones,utilizadas no solo en las Mateméticas, el mis
simple de los cuales tal vez sea el diagraha de barras.,’

DIAGRAMA DE BARRAS HORIZONTALES

- Representar la informacién, contenida en una ta
blé, en un diagrama de barras horizontales es trivial si los
valores a representar estén comprendidos entre O y 39; riosotros
vamos a pedirle al programa que, antes de representar,calcule
la ‘escala apropiada. Necesitamos un algoritmo que haga 10 Siw:-..

guiente

1Escribir el encabezamiento general
2Hacer lectura de datos
hasta gue se encuentre con "2zz*"

hacer
Hacer escritura del nombre de la columna hasta un

méximo de diez caracteres
Hacer cuenta de la cantidad de columnas (N)
Fin de Hacer
3Hacer cllculc de la escala (subrutina 600)
_ 4Hacer N veces (indice 1)
Hacer repfésentaciGn del segmento horizontal (subrut. 700)

Siquiente vez
FIN

¢ Elaboramos un diagraha de flujo apropiado,

sigﬁiente_

- 8§iguiente

No dibujambs-elndiagrama.de flujo de la subru-
tina 700, que dibujavel segmento‘horizontal, porque su unica
particularidad es que no se puede utilizar la instruccidén FOR-
NEXT, ya que si,con el cambio de escala, algun segmento tuvie-

se parte entera nula no habr{a de ser dibujado.
El programa resultante es, el siguiente,

20 EEM DIAGRAMA DE EARRAS HORIZOMTALES
28 PRINT™OY

48 FEM ENCREEZRMIEWTC

58 FRINT TRBC1S:; "AND 1573

&0 FEIHT TABC1S); Veemmarm—m =

78 FRINT

88 FRIMT

75



.»/'

REM OBTENCIOM DEL MAMIMO
FOR J={ TOH

EEADEF.D -

IF H=1 THEH MA=D

IF D:MA THEW MA=D

HEXT J

RESTORE

RETURN

REM EARRA CORRESPOHIIENTE
REM LEER DATU NUMERILH

8" READ E$.D

REM CAMEIO DE ESCALA
D= (TE22) 1A
S L=o

D REM 7 HAY FLGD QU FEFRESEHTAR?
3 L=l .

IF INT D=8 THEH Z1&
FEEM 51 HAY

i - 3g REN ENCHBE;HMIEHTU DE LH: EHPRHo
", 168 READE#$.D _
-ne 1F Ei-"ﬂqzu THEN IUG:V-J En el caso de valores muy similares, en las di-
126 FRINT LEFTscES,IG) o B
138 PEINT . ferentes barras, puede que estemos m&s interesados por las dife
iig g ¥+i_; rencias entre ellos que por su similitud, Lo que podemos hacer
y]
IE@ Elﬂu EgRUTINR FHEH CHLLULU DE E&C es utilizar, en luga; de una escala absoluta, como hemqs hecho
igg EEQEEEEB ahora, en que todos los datos apareren en funcidn del mayor,
i . jeie! :
ISB.REN EEFRESENTHCIGH una escala relativa, en que la representacionrde_los datos de-
Egg gg}ﬂ;nﬁn penda del mayor y del menor; igual que antes al valor‘méximo le
319 FRINT- asignabamos la 1bngi§ud total disponible, ahora, ademis de eso,
§£S g?%g; al mf{nimo le asignaremos el cero, represen;acién nula. Se puede
53 FiR I=t fO M. utilizar el programa anterior,sin més(qua intercalar 10 necesa-
Egg ﬁgig&x?eﬁ rio para localizar el valor mfnimo
268 GUTO 260 W
278 EHD 63¢ IF N=1 THEN MI=D .
688 REM CHLCULO DE LA EZCALA g

657 IF DKMI THEN MI=D

adem&s hemos de rectificar la_linga 74@ para el cdlculo de es-

calaﬂ
74% D= ((D-MTI) *29) /(MA-MI)

CURVAS CON EI, EJE OX HORIZONTAL

gtilizaﬁos dos subrutinas principales, la pri-
mera para dibqjar‘los ejes y la segunda para dibujar la curva.
Como hemos optado por representar la curva en los cuadrantes

T8O PRIHT THRCS4L:;"$"; de abscisa positiva, el eje vertical queda pegzdo al margen iz-
798 D=D-1 quierdo de la imagen: tras dibujar este eje, el cursor sube al
g?g Egﬁuﬂaagg? QUE REFFESEHTAFR origen y baja hasta la fila necesaria (Subrutina 1300) para di-
820 PRINT bujar el eje OX. La $egunda subrutina comienza por estudiar el
gﬁg Eé%ggn valor de la -imagen d¢ cada X y, si. queda en los valores de pan-

1000 TATA CINES, 2653, TERTRNE, &5, TEATR.CIMES. 1005

1013 DARTA CAMF, FUTEOL; oESB; PL. TORUS, 3%5@. 232, -1
RERDY' : columna gque corresponde al .valor X.

talla, baja el cursor a la fila correspondiente ¥ dibuja en la




El programa corespondiente ser$,

18 REM CURVA
20 DEFFNF(X)=94SINCH/3)

30 REM DIEUJO DE LOS EJES

40 GOSUE 10@

5@ REM DIEUJO DE LA CURVA

60 GOSUB 250

90 GOTOSO

95 END -

166 REM DIBUJO DE LOS EJES
1180 REM EJE VERTICAL

115 FRINT"2" -

120 REM FARAMETROS APROFIADOS
125 FRINTTABCGY; "y

130 F=1 “

149 F=23

150 C=1 .

168 GOSUE 1500

170 REM EJE HORIZOMTAL

186 REM FRRAMETROS AFROFIADIOS
199 FL=13

200 P=2

210 F=37

. 215 PRINT" 3"
1

PRINCIFIO @

agyg 216 GOSUBR1Z0Q
220 GOSUE 1400

225 FRINT"x%;
2320 RETURM
250 REM REPRESEMTACION DE LA CURVA
260 FOR ¥=2 TO 28
265 PRINT"s"
278 FL=12-INT{FNF(x-222
‘2808 REM 7 ES EXWCESIVA LA ORDENADA?
298 IF (FL<1> OR CFL>23) THEN 330
R puede ser 14¢Y¥ o 15@%, las 306 REM BAJADA

: : 318 GOSUE 13096

rutinas respectivas son casi s 328 FRINT TRECKY;"."

; iguales, ] 330 NEXT X
' 248 RETURH -
12368 FEM BAJARDA
1316 G=0 : N
1328 IFG=FL-1THEH137®
11348 FRINT .
1350 G=G+1 .
1366 GOTO1Z236
1378 RETURN
1406 REN
1416 FORI=FTOF
1420 FRINTTRB(I);"™";
1438 HEXTI

Siguiente
RTN




S A

1448 RETURH
1568 REM
1565 PRIMT"&"
1316 FORI=FTOF
1520 FRINTTAECCY ™ I
1330 MEKXTI
1548 RETURN
READY.

NUBES DE PUNTOS CORRESPONDIENTES A DISTRIBU=
CIONES BIDIMENSIONALES

Estas representaciohes, como resulta fécil com-
prender, son muy semejantes a las anteriores, un programa que
permite redlizarlas es el siguiente,

1 REM CAMFD DE LAS VARIAELES
2B GOSUER188 - . u
38 REM DIELJAR EJES ’
48 GOsSUBzeng
56 REM REFRESENTAR LOS PUMTUS
&8 GOSUEZ560
¥B GOTOrRa
S8 EMD
186 REM MAXIMOS %Y MIHIMOS
116 EERDXA. YA
128 XI=XR
138 ¥YI=YA
140 RERDR.Y
150 IFM<OTHEMZ218
160 IFNSKRITHENSI=X
178 IFX>XATHENKAR=Y
188 IFY<YITHENYI=Y
198 IFY>YATHENYA=Y
289 GOTOol48
210 RESTURE
210 FEETURH
%68 REM RUTINA DE ERJADA |
10 G=0
IF FL=8 TH=ZH 1374
REM =1 GsFL-1 ESTAROS EM LA FILA
IF G=FL-1 THEH 137
3 FRINT
G=G+1
GOTO 1328
RETURM
REM
3 FRINT"T
6 FRIMTTAEC G MIDFCSTRECYR . 2048, -

20498 FORI=1TO22

2950 IFI=2ZTHENFRIMTTRE(G. ;MIDFCSTRE(YIN, 2,405

2060 FRINTTAEC4I: " |1

2879 HEATI

2620 FORI=STO33

2898 FRINTTABCIN; "7";

2166 HEXTI

2118 FRINT

2120° PRINTTAE(S) i MID$(STR$(KID, 2, 4; TABC34) i MIDS(STRECHAY, 2. 4)
2138 FEETURH

2508 FEM HUEE

2505 FRIMTS" i

2510 RERDX.Y

2528 IFX{OTHEMZ6ES

2520 H=C(H-XIM34/(HA-KIN 045
2540 FL=INT(21-{rY-YI0¥21/(YR-YI») :
2550 REM EARJADA A FILA CORRECTA

2560 GOSUE13600

2570 FRINTTAECK»;".";
2520 GRTOZSAES

2e0a RETURH

3000 DATA1G61,210,113.
RERDY.

\

258,125,366, 148,318, 173,348, 189, 408, -1, -1

4 COMO_COMPGRTARSE EN SOCIEDAD CUANDO NO SE
POSEE DOMINIO DEI. CURSOR?

‘ Cuando el ordenador en que estamos trabajando
no dispone de la posibilidad de mover libremente el cursor, la
mejor estrategia hos parece barrer la pantalla por filas, de
arriba a abajo, y en cada fila de lzquierda a derecha, as{ po-
demos producir una imagen en forma analoga a como lo hace la
televisibn.

. Esto es lo que hacemos en el programa que sigue.
En él,situamos el origen en el centro de la pantalla y en cada
punto, (x,¥), estudiamos si se cumple y=f(x); en caso afirmati-’
vo dibujamos un punto de,la curva; en los lugares en que x=0
dibujahos un segmento vertical. Lo anterior lo hacemos paar 1los
puntos de los cuadrantes superiores; luego dibujamos-el eje OX
y repetimos,lo ya hecho, para los cuadrantes inferiores.

81
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i0 REM PROGRAMA FRINCIFAL

28 REM CURDRANTES SUFERICORES
30 DEF FNFCRI=INT(@.Z 5#(XTQ+J*X-4B)>
50 P=11

6 F=1

76 GOSUE 1680

€0 REM EJE HORIZOMTRL

90 GOSUE 2606 -

25 FRINT

1660 REM CURDRANTES INFERIORES
116 P=-1

128 F=-11

130 GOSUE 1669

140 GOTO 148

158 EHD
18068 FEM CURDRANTES SUFERIORES
1815 FEM FARA CADR FILA
1628 FOR Y=F TQO F STEF -1
1620 REM FARA CADA ELEMENTD DE ELLH
1648 A=-12 .
1656 B=-1
1666 REM ? FASA FOR EL LA CURYA?
1678 GOZ UB Saoa
1680 REM 7 CORTA AL EJE?
1096 REM 31
11688 IF FNFC(8)=Y THEN FRINT TREC12),"#")
11186 REM HO
1128 IF FHF¢BX{3Y THEN PRINT TRABCL13). 1"
1130 REM FARA LAS ¥ FOSITIVAS
1146 A=1
1158 EB=19
1166 GOSUE 5008
1178 REM SIGUIENTE FILA
1180 FRINT .
1196 HEXT ¥
12668 RETURH :
2000 REM EJE DE ABSCISAS
2818 REM SEMIEJE NEGRTIYOD
2820 g=-19 -
tm— 1

GOSUE 2066

3 FEM ORIGEH
B GOSUE 4688

38 =1

beic s )
2810
>628
B3e
S48

REM SEMIEJE FOSITIVO

| E 2005

4 FETLIRH

FEM TDOMDE HRY CURYR®

FOR ¥=f TQ B

IF FHF (=@ THEN FREINT THB(X+1}JJ"#"'
ﬂghiﬂFtﬁ){}G THEN FRINT THB(X+1§*'“ "
I 3

058 RETURH

4688 REM 7 CORTA AL ORIGEN 7#

4816 IF FMF(Oy=8 THEW FRINT TABL1D) ; "#";
4026 IF FHF(BX<>8 THEN PRINT TAB(13);"+";
4838 RETURH

Saa8 REM 7 FASA FOR UM PUNTO 7

Sa16 FOR %=A TO B

‘SEZ0 KEM EM CAS0 AFIRMATIVO, uENHLHFLO
‘s0z0 IF FHF(K) ¥ THEN FRINT TABCR+13) 5 "%
Sedd HEXT X 3
‘5858 RETURM
RERADY.

1

REPRESENTACION DE SUPERFICIES

Unsa manera sencilla de representar superficies es por
sus curvas de nivel, pero esto solo es posible, por lo genexal,
cuando se-dispone de alta resolucifn. E1l método mds cercano,
en zbaja resolucidn, es la representacién de la cota‘de cada
punto. Eso hemos hecho en el programa que sigue, que en lo de-
mas sigue el sistema de barrido que ya hemos presentado,

19 FRIHT"U"
28 REM PARA TOLAS LAS FILRS
20 FOR ¥=11 TO -i1 S7EP -1
S8 REM FHFH CADA LUGAR DE ESFA FILA
186 FOR ¥=-12 TO 13
118 REHM ”HLUR DE LA FUWMCION EM EL FUHTO
128 Z=50R<E, SIS+ 12075
138 FEM REFRESEMTRRLCG .
i14@ PEIHTTHBfﬁ+193;HID$(STR$(IHT(Z));2'1};
158 HEXT &
168 HEXT %
176 .GOTO 178 .
188 EMD
1288 REH
1z1e G=a )
1328 IFG=FL-1THEM1Z7@
1348 PRINT
1356 G=G+1
ld& GOTOL 236
FRETURH




'si no deseamos una representacion numérica, si-
ro gréfica, podemos sustituir la 1fnea 140 por

. 135 IF 255 THEN 2=5 ,
" 140 ON = GOSUB 208, 350,460,450, 560

145 FRINT TRAB(X+19).R%,

afladiendo, ademis, las subrutinas

60 mg=" "
318 RETURN
350 Ag="."
368 RETURM
468 RE=" "
418 RETURM
450 Ff="o"
468 RETURM
568 AF="g ="
518 RETURNM

MAPAS

El mapa de Espaﬁa; en estos momentos, consta
de lo que, geométricamente hablando, serfan 17 regiones disjun-
tas. Hemos superpuesto a este mapa un acetato cuad;iculado con
25 filas y'40 columnas y ha resultado que, por ejemplo, Andalu-
cfa estd situada en varias filas, la primera de ellas la'l5;
ademfs, estas filas son 8 , y en la primera de ellas presenta
dos segmentos disjuntos, luego,para representarlos, necesitamos
cuatro valores, dos por segmento (su origen y extremo). Atendien
do a estas caracteristicas, hemos construido una tabla, utlizan-
do sentencias DATA, para cada region; con estas tablas y los

- valores de una lista en que almacenamos los respectivos valores

que toma la variable que nos interesa, estos valores los asigna-
mos en las 130 a 150, podemos representar la distribucién de esa
variable. En las lineas 200 a 295 hacemos un cambio de variable
para evitar que haya valores superiores a 9.

18 REM MAPA
28 REM ENTREADA DE VALORES

@8 G

OSUE 169

48 REM PASAR A VALORES DE REFRESEMTACION
56 GUSUE z06

& REM DIEUJO DEL MAPA

78 GOSUE 488

&0 GOTOD &8

S8 EMD

108
118
i2a
138
148
156
1€
176
206
265
21e
250
=48
258
268
eva
286
296
295
486
416
415
420
425
430
44@
450
4649
478
486
496
S06

FEM SUER. [E EMTRADA DE YALORES
FRINT"D

DIM LEI7Y

FOR I=1 TO 17

FRINT. I

IMPUT LI

HEXT I -

FETURN

FEM SUER. DE CAMEIO DE ESCALA

REM VALOR. FROVISIONAL DEL MAXIMO
MA=L.C 1) _—

REM BUSGUEDA DEL MAXIMO DEFINITIVO
FOR [=2 TO 17 ‘

IF LCIPSMA THEN MA=L(T)

MEXT I _

REM CAMEIO DE ESCALA =
FOR I=1 7O 17 - ‘
L<To=9. S#LCIDAMA

HEXT T

RETURN :

REM SUER. DE DIBUJQ DE MAFR

REM FARA CADA ZONA

FRINTO"

FOR J=1 TO 17

PRINT"S"

REM LEER FILA IE COMIENZO, ¥ NO. DE FILAS ¥ COLUMHAS
READ FL, NF, HC

REM BRJAR A ESA FILA [FL]

GOSUE 1380

REM FARA CADA FILA

FOR K=1 TO NF

REM LEER FRINC. ¥ FIN, IE 2 EN 2
FOR L=1 TO HC-1 STEF 2

3 FEAD F. F

REM 7 HAY SEGMENTO?

IF <L>1)> AWD ¢P=82 THEH 5&@
FEM SI HAY. IR A HIBUJARLO
GOUSUE 1480

HEXT L

3 FRINT

HEXT K
HEHT I

85
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518 RETURN

1260
1385
1318

328
1330
1240
1356
1360
1378
1468
1410
1428
1420
1448
1458
“GUU

FEM
IF FL
G=g
REM

=0 THEMW 1370

)

IF G=FL-1 THEM 1378

PRINT
G=G+1
GOTO

13526

RETURHM

REM SUER. DE aEﬂHENTU HORIZOHTAL

FOR I=

FEM IMFRIMIMOS EL HO. AFROPIADC EM EL LUGAR CORRECTO
TABLIYS Hlﬂik?TR$(L(J));_a1);

FRINT

HEWTT

=F TO F

RETURH
FEM HHDHLULIH

DATA

"IRTAH

DATH

a2 DIATA

‘1".'.' c-.~ 4
2, 10, 13, 16
&8, 17, 8, ©

4, 15, &, o
DATA 3. 18, 8. @0
* DATA S, 18, &8, 8
DATA &, 11, 8, @
5 DATA & 2. 8, @
3 DATA . 2, 8. @
3 FEM ARAGOH
2 meTR 2. 9. 2
DATA 12, 23
IRTA 13, 23
2 DATA 13, 23
B DATA 17, 22
> DATH 17. 32
DATA 18, 22
oaTa 12, 21
: DATAR 18, 21
8 DRTA 12, 12
B FEM ASTURIAS
= DHTH EL- \.‘.-.- 2
IATA 4. 2
s DATA S, &
: DATA 5. 5

828
cas2
3034
ZB3E
b b
2108
31682
3118
2112
Z114
11

FEM BALERRES

DATA &, 5. 2

DATAH 25, 35

DATA =

DATH

DARTA G

DATH z

FEN L I

DATA 17, €. &

DATA 37, 37 g, &, 0.
DATA =6, 36, 8, &8, 8,

DATR 24, 24. 36. 36,

DATR 28, 29, @. 8,
[lHTH ‘-E‘} I—GJ ‘-So’ ﬁ;’
IATR 24, 24, 32, 33,
FEH CHHTHERIH

2 DATA &, 3, 2

DATH 18, 13

& DATA 16, 11

r DATA 11, 11

FREM CASTILLA-LEON

3162 DATA 2, 18, 4

3164 DATA =, 2, 12, 13
3166 DATR &, 16, 12, 13
3168 DATA S. 13, 6. @
2176 DATA S, 16, ‘8. B
372 ATR 5. &, @, &
3174 DATA &, L&, B, 8
Z17veé DATA S. 12, o, @
3178 DATA S, 11, B8, @
3180 DATA 5. (o, ©, @
3182 DATA &, 2, &, ©
3199 REM EHTRLUNH

3192 DATA 2. 6,

?194 DATA 24, 25, 23, &

i DATA 4.
& DATA S,

DARTA 24, 2%, 8,
LATA 23, 28, 0.
2 DATA 24, e_‘6.- 9,
DATH 23, a,
REM EUSKHBI

DATA @, 3. 2
DATA -14, 17

DATA 14, 16

DATA 14, 15

REM EXTREMARDURR

DO DD

& DATA 18, 7., 2

DATA S,
DRTA S,
DRTA 4,

DIATA 4.
DATA S.
REM GHLICIH
DATA 9; & 4
DATA 2, 3, @,
DATA B, 4,.8,
DATA @, 4, @&,
DRTA &, 4. .8,
DATA @, 4, 8,
DATA &. a, 2.
. REH NHDRID
DATA 7, 3, 2

< 00 \D o= O3 CO ~f
[

COOQOO
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3304 DATA 13, 13

3306 DATA 12, 14

3%08 DATA 11, 14

3328 REM MAMCHR [ CASTILLA-LA...]
3322 DATA 7, 3, 4

3324 DATA 14, 17, ©, O

3326 DATA 15, 18, 8, @

3328 DATA 15, 17, @, ©

3330 DATA 1@, 18, @. @

3332 DATA 2. 18, @, @

3334 DATA 2. 19, ©, O

3336 DATA 11. &8, ©. @

3%3% DATA 16. 1%, @, @

3340 DATA 11, 12, 17, 17

3358 REM MURCIA

3352 DATA 14, 4, 2

3354 DATA-20. 20

3356 IATA 13, 2
3258 DATA 1%,
2266 TIATA 13,
3376 REM HAY HRRR
3572 DATA 1, 4. 2
3374 DATA 17, 18
2376 DATR 16. 18
3378 DATA 17. 18
3350 DATA 12. 18

396 REM RIDJA

3392 DATA 3, 2. 2
3324 DATA 14: 16
3396 DATA 14, 17
3416 REM VALENCIR
3412 DATA 2, & 2
2414 DATR 22, 23
3416 DATA 2
341& DATA
3420 DATA
3422 DATA
Z424 DATA 21.
3426 DATA 2
3428 TATA 2
READY.

=
=
=

GRAFICOS ANIMADOS

En ocasiones-puede ser conveniente utilizar un
grafico con movimiento, Hay dos ppsibilidadss, que el operador
musva la imagen o gue lo haga el oberador.

hemos preperado dos ejemplos, ambos relacionados

L

. con el laberinto de Creta, En.el primero es el operador quien
- mueve la 1magen' el ordenador, tras' dibujar el laberinto pro— ¢

o

poréiona instrucciones pora guiar a Teseo, La mayor parte del

. programa se dedica al laberinto, que se dibuja utilizando seg-

mentos horizontales y verticales; som las l{neas 5 a 240, 1300
a 1370, la rutina de bajada ya conocida, 1400 a 1540, que d1bu
jan el laberinto con los datos almacesnados en la 1fnaas 2000 a
2126, Les 1lfneas 250 a 310 son de instrucciones, y 1la linea cla
ve es la 430, que decide la direcclﬁn de Teseo en cada paso.

\

!

S REM
16 PRINT 2"
20 FOR J=f TO 2 .
30 REM.LEEMOS NO. DE FILAS Y. DE CULUMHHS '
48 READ HF. .MC
-58 REM PARA CADA FILA
68 FOR K=1 TO HF
78 REM LEEMDS EL TERHINO DESTHCHDO
8@ READ TD
98 FOR L=1 TO NC-1 STEF e
. 53 REM LEEMOS FRINCIPIU ¥ FIN DE SEG.
188 READ P. F
118 REM &1 F=8 MO HAY SEGMENTO
128 IF F=8 THEN zZ@@ .

138 REM EAJADA

146 IF J=1"THEM FL=TD
156 IF J=2 THEH FL=F
166 GOSUE 1388
176 REM DIELJO DE SEGMENTO AFROPIADO
186 IFJ=2 THEM C=TD
190 OH J GOSUE 1408, 1580
195 FRIHWT"S"
206 NEXT L
228 HEXT K
248 MEXT J
250 REM LEYEMDA
268 FL=1§.
276 . GOSUE 1399
2808 FRINT"TESEQ VA HACIA EL HORTE CON...1"

298 FRINT" EL ESTE COM....2"
368 FRINT™ EL SUR COH.....3"
olO FRINT" EL OESTE COM...4"

3306 REM SITUAMOS A° TESEU
048 PRINT S"
358 FL=16
360 GOSUR]LS0A
370 PRINTTRECE?Y;".";



460 REM MOVIMIENTOS DE TESEO
418 GET T
420 IF T$="" THEN 4

438 O VALCT$) GUSUB 16@3: 1658, 1780, 1758
. 448 GOTO 418

450 END

1308
‘1310
1328

1330

1340
1350
1360
1370
1400
1410
1420
1430
1440
1500
1510
1520
1530
1548
1660
1610
1620
1650
1660
16760
1706
1710
1729
1750
1760
1770

‘26008

2ag2
2004

- 2686

2068
2610
2812
2814

- 26816

2e13
2620

‘2168

z21a2
2164
2186
2168
2118

REM
G=
REM

IF G=FL-1 THEN 1370

FRINT .

G=G+1

GOTO 1330
RETURN " -
REM

FOR I=P.TQ F

FRINT TAECI2;"#®")

MEXT I
RETURN

REM

FOR I=P TU F
FRINT TRBC(C);"§"
MEXT 1
RETURN

REM NORTE
FRINTIO.
RETURN

REM ESTE
PRINT".";
RETURN

REM SUR
PRINT "SI, " ;
RETURN

REM COESTE:
FRINT"OBL ";
RETURN

REM DRTOS DE LAS
TATA 9. 6

HORIZOHTALES

IATA 1, 11. 29, 6, @, @, @
DATA 3. 17, 28, 22, 25, 8, @
DATA 5. IF7. 21, 23, &7, 6., @
DATA 7, 13, 15. 17,.19, 21, 23

DATA 11, 15, 17,
DATA 12, 24. 24,
DATA 13, 17. 26,
DATA 14. 11, 26,
REM DATOS DE LAS
DATA 12, 4

DATA &, 13, 21, 23, 27, 6. @

13, 26. 22, 24
26, 28, 6, @
@ 6. 6, @

&8, 29, 8.8
VERTICALES

DATA 1. 1, 14, 6, B
DATH 13, -FJ_ i2. 9. 0
DATA 1S5, &, &, 11, 13

DATA 17, 4, 4. &,

16

2112 DATR 19, 8, 8, 0, @ '
2114 PATA 26, 10, 10, @, © '
2116 DATA 21, 6, 8, 0, ©
2118 DATA 22, 12, 13, 6, @
21280 DATA 25, 4, 8, B, @
| 2122 DATA 26, 19, 11, 0, ©
2124 I'F'TH 2?; -:n 4: ?) IB
2126 DATA 22, 1. 14, @, @

1 3 . Para el movimiento,des la imagen por el orde-
nador, hemos optado por’ reprasentar, en ol mismo laberinto, al

| Minetaura, $i sustituimos las 1fneas 250 a 450 y 1600 & 1770
por: las siguientes

i

. 568 REM MINOTAURD

318 PRINT"S" -

320 REM SITURCION INICIHL

338 FL=4

348 GOSUE 1300

345 C=14

356 F=4

360 PRINT TRB(142; g

370 PRINT"S"
. 3808 FPRINT ;

365 FORI=1TOZ2E0

390 S=1+RNDC7I#4

488 OH & GOSUE 560, 620, 840, 566
416 FOR I1=1.T70 5

429 IF F{>1 -THEM 430

438 FOR J=12 TO 16

44@ IF J=C THEM FRINT TREC(J); "#";
45@ IF J<C THEN FRINT TRE(INGM M)
466 HERT J

465 FRINT

478 GOTO 458

486 FRINT TREC12);" "

498 HEXT 1

SR GOTO 376

528 EMD

gan IF F{>1 THEM F=F-1 _

€16 RETURH

20 IF C<» 16 THEN C=C+1
a8 RETURH

g468 IF F<>5 THEH F=F+1 _

850 RETURH

858 IF C{>12 THEM C=C-1

&7 RETURH
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resulta qus~en la 390 .y 400 el ordenador decide hacia dénde:

‘mover la 1magen, pero solo lo hace sz las paredes lo permiten,

sﬁbrutinas 800 a 870.

INTRODUCCION INDUCTIVA A ALGUNOS CONCEPTOS
FUNDAMENTALES DE LA ESTADISTICA.

A. Blanco (Grupo 2.00l1) y B. Compostela.

Durante este curso damos clase de Percero de

~ BUP en dos Thstitutos de Madrid, el Cardenal Herrera Oria y

el Emilio Castelar, y al abordar las lecciones de Estad{std-
ca hemos tratado de introducir algunos dé los conceptos fune
.damentales de la Estad{stica de manera inductiva.

PROBABILIDAD

Empezamos por definir qué 'se entiende por si-
tuacién aleatoria, como opuesta a situacién determinista, y
experimentd aleatorio, como opuesto a experimento determinis-
ta, utilizando como ejemplos tipo de estos Gltimos ioSqque
relacionan velocidad con espacio y tiempo, sea en cafda libre,
sea en movimientos horizontales; y como ejemplos de los alea-
torios lanzamientos de dados y monedas.

Definimos la frecuencia relativa de los re-
sﬁltadqs de un experimento aleatorio y vemos que no puede ser

"ni negativa, ni mayor que 1. Una vez ha quedado esto claro,

abordamos la introduccién al concepto de probabilidad como
l{mite de las frecuencias relativas. A 10s alumnos les deci-
mos solo que vamos a estudiar élgunas regularidades que se
observan cuando un experimento aleatorio.se repite muchas ve-
ces.Explicamos que v s a estudiar el experimento -aleatorio
mis sencillo que conocemoss ;anzar'una moneda al aire; aclae-
rando que de los diversos. sucesos que_gabe estudiar en los

Q
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resultados del experimento ( por ej., ndmero de veces que sa-
le cara, ndmero de veces que sale cruz, nfimero de veces que
salen dos caras seguidas, etc.) solo vamos a interesarnos por
aquellas veces que salga cara, Y estudiaremos la frecuencia
relativa del suceso "obtener cara en un lanzamiento de una

Hacemos que todos los alumnos lancen una mo-
neda 20 vweces y anoten la sucesidn dg resnltados que van ob-
teniendo (.K cara y C cruz). Una vez que cada alumno ha teni-

do anotada la sucesién de resultados, les hemos indicado que
12 formaran la sucesién ordenada correspondiente

de frecuencias relativas de obtener cara, suce-

moneda®.

sién formada por 20 nGmeros;:

22 representase estos valores sobre un sistema de
coordenadas cartesianas con la escala vertical

mayor que la horizontal.
Al hacerlo, observan que la sucesidén obtenida por cadda uno

es diferente de la de sus compafieros pero, sin embargo, casi
todas ellas acaban teniendo sus términos comprendidos en el
intervalo (©'4,0'6). irs
Para ver qué pasa si en lugar de 20 lanzamien
tos se efectfian mis, les hemos hecho agruparse de 4 en 4, de

forma que cada uno complementase su sucesidén de 20 términos e

con las de sus compafieros de grupo. Ya no les hemos pedido

repetir todo el prbcesa para los 60 nuevos resultados, sino

que a sus 20 términos han afiadido, cada uno, los resultados

globales de cada uno de sus tres compafieros; asi, por ejemplo,

si el alumno A ha obtenido esta sucesién de resultados
1234567891011 12,13 14 15 16 17 18 19 20
CCKKKKKCC K K K ¢ € C C K K K K

que tiene asociada la siguiente sucesiéh de frecuencias rela-

tivas

£, =0 ' £,,=0'63636364
£, =0 £,,=0'66666667
£, =0'33333333 £,4=0"61538462
£, =0'50000000 £,,4=0'57142857
£ =0'60000000 £,5=0'53333333
£ =0'66666667 £, g=0"50000000
£, =0'71428571 £,,=0"52941176
£g =0'62500000 £, g=0'55555556
fq =0'55555556 £,4=0"57894737
£, ;=0" 60000000 £,,5=0" 60000000

puede ampliagﬂésta sugesi6n considerando los resultados glo-
bales de B,C,y D

K=12 K=11 K=12
A B C D L
C= 8 C=9 C= 8 C=10
= ¢ . ’
f40 0'57500000 ; f60=0'58333333 f80=0'56250000

ningtn alumno ha mostrado reparos en admitir que esta sucesién

de 23 términos era equivalente a una de 80 en la que, por co-
modidad, prescindimos de una serie de términos intermedios.
Ahora, todas las sucesiones de lanzamientds tienen las Glti-

.mas frecuencias relativas comprendidas entre 0'40 y 0'60, y

una mayorfa entre 0'45 y 0'55 ..

A continuacién , hemos hecho salir a la piza-
rra a un alumo y escribir su término.fso, y continuar acumu-
lando loa resultados de cada grupo de 4 alumnos para formar

£ £

fso [ 4 flso ’ 240 s oo 640

Una sucesifn de la cual hemos dicho que es equivalente a la
que obtendriamos lanzahdo una sola moneda- 640 veces, Recalca-
mos el hecho de ‘que en| los Gltimos elementos de esta, al afia-
dir 80 nuevos resultados, la frecuencia relativa oscila menos
de lo que oscilaba en los veinte primeros al aﬁadif un sélo

Q
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nuevo resultado (y} cifras). Este fenbémeno de estabilizacibén
nos ha permitido definir la probabilidad de un suceso aleato-
rio como el ntmero "alrededor " del cual se estabilizan las
frecuencias relativas al aumentar el nlimero de veces que se

- realiza el experimento. Tras esto, hemos dado como axiomas

las propiedades m&s sencillas de las probabilidades.

LA DISTRIBUCION BINOMIAL R

- La distribucion binoTial ;a hemos abordado
en forma diferente en los. dos Institutosi en el Emilio Cas-
telar hemos entrado desde la @ombinatoria; hemos supuesto que
lanzabamos n monedas vy querfamos conocer ‘la probabilidad de
que K fuesen caras; no hemos hecho esto tebricamente, sino
que nos apoyamos en una serie de ejemplos concretos, por ej.
n=5 y k=3 , lanzamos cinco monedas y tres resultados -han de

ser caras ? En cuantas formas puede ocurrir este suceso? Es

un ejemplo claro de combinaciones? Se pueden presentar en(5
formas, pero?qué probabilidad tiene cada uno de ellos?
Para KKCKC, al ser independientes los lanzamientos, la pro-

2
babilidad es % 7‘%'; % =(%>.% » ¥ les indicamos que la pro

babilidad es independiente de las posiciones de K y C. A cop
tinuaci6n pasamos al caso general de N monedas y K caras.

Para que viesen 1o ajustado de la teorfa a
g

la pr&ctica, han hecho la tabla de la binomial para n=20 y
p=% (ver columna ;)en’la pjgina siguiente); seguidamente he-
mos simulado en un microordenador el experimento consistente
en lanzar 20 monedas 1000 veces, y hemos facilitado los res-
sultados a los alumnos;ellos~han calculado, a partir de estos,
las frecuencias relativas y han confeccionado una tablafver
columna 2), cuya similitud con la binomial teSrica es eviden-
te. Por ltimo,hemos representado las probabilidédes de la -
binomial y las frecuencias relativas deI experimento en sen-

dos diagramas de barras superpuestos.

_Experimento,

Caras :Binbmial

0  .0'00000095 i
1 o’ 000019 0'001
2 0'000181 - 0'001
3 0'00108 0001 -
4 0'00462 0'001
5 0'01478 | - 0'017 .
‘6 0703696 0'026 |
7 007392 0'072 "~
8. 0'12013 . o0'l04
.'9°°  0'16018 0'179 S
10 0°'17619 - 0'181 o
‘117 0'16018. © 0'165
12 0'12013 . 0'131
13 0'07392 " o'082
14 Q' 03696 - 01026
15 0'01478.  ©0'008
16 0'00462 0'002
17 0'00108 0'002
lB'_ 07000181 O'QOl
19  0'000019 -
20 0'00000095 -

3

En el Cardenal Herrera Oria,por otro lado,”péfa abordar estas
distribuciones,nos”hemos'aPOYadd en los conocimientos que po-
seen los alumnos de Coﬁbinatoria'eieméntal vy en los Diagramas
de arbol. Hemos presentado un diagrama de 5rbot que represen-
ta . las posibilidades de obtener un cierto niimero - -de caras que
se presentan al lanzar cierto nlmero de monedas; para una vez,

K ’ 1 psibilidad de 1 cara -
<::::: 1 . ® D caras
C .
1 ;1




1 posibilidad de :12s caras

\\\\\C : -2 posibilidades de 1 cara
X "' 1 posibilidad de O caras

1 posibilidad de 3 caras
3 posibilidades de 2 caras
3 ppsibilidades de 1 cara
1 posibilidad-de O éa;as

'Hemos formado una pirdmide con los nfimeros
correspondientes a las posibilidades de obtener las diferntes

cantidades de caras

¢
R
E. a

: ' f

-y lés hemos 1lamado la; atenciéa\sobre 1a relac16n que hay en-.

tre cada nfimero de la pirfmide y los dos que tiene encima;
‘a parti: de esta relagion hemos cpnstruidqvlas f;las_qiguien-
o= g L ; ; atat
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1 e
R N
: Bsta construcci%n ha parecido gratuita a 103
alumos y,por- ellq, regreaamos al d:l.agrm de &rbol y repre-
sentamos un 1anzamiento m&s, viendo que el resultado coinci-
de con "la prediccidn de la piramide'_ Seguidamente, les he-
mos encomendado a ellos la comp:obaciGn de que, para seis lan
zaminntos,_los resultados también eran 1os_pr&dichos.
' Una]veé hecho esto, recordamos la f&rmila
del binomio de Newton y vemos como los coeficientes de este
v las veces que aparecen las k caras son iguales, es ahora,
¥y no antes, cuando 1lamamos a este tipo de distribuciones

binomiales. Exponemos, que la probabiiidad de obtener k cdras
en n lanzamientos es.

fn)fL ka 1 n-k ‘
k{2 12 :
cosa que , segln comprobamos sobre los diagramas, es cilerta.
A continuacibén, generalizamos la £érmula, -

| ———



LA DISTRIBUQ;ON NORMAL .

© Una aproximacion tebrica a la Distribucién
Normal queda fuera de las posibilidades de los alumnos de BUP;
el aparato matemitico es excesivamente fuerte. Consideramosque
la mejor forma de introdiacirla en el Bachillerato, es como li-
mite de la binomial. Podemos considerar que,la ‘normal es el
1{mite de la binomial cuando el nfimero de resultados posibles
crece indefinidamente. Si pudiesemos conocer la probabilidad .-

-de obtener O caras, 1 cara, 2 €aras ,eee, 9999caras; 10000_

c¢aras, al realizar muchas veces el -experimento aleatorio
®lanzar al aire .1oocoo monedas", el polIgono de frecuencias

relativas serfa indistinguible a simple vista de la funcién
de densidad de la normal. Hacer esta simulac¢ién manualmente

.es ‘impensable; como tampoco serfa interesante hacerlo con

ordenador, porque llevarfa mucho tiémpo, hemos optado por
simular 1000 veces, en un microordenador, el experimento con-
sistente en lanzar al aire k monedas, siendo k=5, 10,20,40 y 80,
A los alumnos. les hemos facilitado las tablas de resultados,
que figuran enh el anexo, en que aparece el nGmero de veces .

¢e .se ha obtenido, ‘én cada caso, O caras, 1 cara,...-(k—l)

' caras, k‘céras,pidiéndolequue hallasen las frecuencias rela-

tivas y representasen los polfgonos de frecuencias correspon-

"dientes, que se asemejan bastante a la funcifn de densidad:

de la normal, cuya £6rmula les damos a continuacién{ pidien-
doles que representen la della normal (0,1) y comprueben su
parecido con el pdoligono de frecuencias.

DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES

Hemos indicado :-a los alumnos que, a veces, en
un colectivo , se dan una serie de caracterf{sticas y nos inte
resa.estudiar dos de éllas, para saber si guardan o no rela-
cién. Les hemos enseﬁadb a represeqtar nubes de puntos en el
plano; se han introducido los conceptos,de distribuqién mar-
ginal rectas dgliegresién y coefiente de correlacién, todos
ellos los hemos presentado intuitivamente y hemos dado la
férmula sin demostracion tebrica, Seguidamente se ha trabaja-
do sobre ejemplos reales; en particular sobre la tabla de po-
blac16n elaborada por el Instituto Nacional de Estadfstica.

) .Como los calculos son largos, cada alumno ha
estudiado 14 relacién entre los datos de dos columnas. Para
saber si el trabajo ha sido realizado correctamente, y ante

_la duda de aléunos de ellos, que obtenfan valores absurdos,
‘hemos elaborado el programa en’'BASIC adjunto, que nos da '
~ la media, varianza y desviacién tipica de 1las
distribuciones marginales:
- covarianza, coéficiente de correlacién y ecugcio-

nes de las rectas de regresién. .
Algunos alumnos han utilizado este programa para comprobar
sus resultados antes de entregar los trabajos encomendados.
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Resultados de la simulacién con ordenador de lan-

ANEXO

zamientos de k monedas (1000 veces)

102

n. caras k=5 k=10 k=20
) ' 37 = "
1 150 11 1
2 313 48 gl
3 S, 326 119 1
4 144 191 -1
5 30 244 17
6 i 205 26
7 124 e 72
8 45 104
9 13 179
10 - 181
11 165
12 131
13 82
14 26

15 8
16 2
17 2
18 %
19 -
20 -

K=40 (1000 veces)

n, caras N, cafa_s .Ne.Caras n,caras
o = 10 1 20 128 30
1 = 1 3 , 2 116 31
2 - 12 2 22 103 32
3 —o 13 12 23 86 33
4 - - 14 12 24 64 34
5 = 15 28 25 3¢ 35
6 % 16 74 26 17 36
7 T 72 27, 11 37
8 : 18 102 28 ‘4 38
9 1 19 129 29 1 39

40

10
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K=80 (2000 veces)

n.caras N, caras n, caras n, caras
o 20- . 40 177 60
1 21 ) 41 195 61
2 22 - 42 177 62
3 23 = 43" 165 63
4 24 A¢ 44 113 64
5 25 1 45 99 65
6 26 2 46 61 66
7 27 3 47 59 67
8 28 6 48 36 68
9 29 10 49 17 69
10 30 15 50 6 70
11 31 27 51 4 7
12 32 30 52 4 72
13 33 57 53 il 73
14 3 9 54 1 74
15 35 102 55 = 75
16 36 116 56 - 76
17 37 108 57 1 77
18 38 145 58 - 78
19 39 17 59 = 79
80

1¢¢ M(c) —M(C) +is '

PROGRAMA PARA LA SIMULACION DE LANZAMIENTOS
DE MONEDAS

1¢ REM SIMULACION DE LANZAMIENTOS DE MONEDAS -
2¢ Borrado de pantalla

3¢ INPUT “NUMERO DE MONEDAS QUE LANZO®:L

4¢ INPUT "VECES QUE HAGO EL EXPERIMENTO":R
5% DIM M(L) '

6F T=TI

7 FOR J=1 TO R: C=ff .

87 FOR I=1 TO L: ::r RND(TI) #;5 THEN C=C+l

9 NEXT T :

= 14¢ GOTO l4¢
- 159! END :

PROGRAMA PARA LAS bISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES

5 REM.DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES

'1f INPUT "CUANTAS OBSERVACIONES HAY":N
3¢ DIM A(N=1) s DIM B(N-1)3:DIM X(N-l) :DIM. Y(N-l)

49 FOR I=g TO N-1.

" - 5@ READ A(I)
' . 6f NEXT I.
' J¢ FOR J=g TO N-1
‘ _ep' 'READ B(J)s NEXT J
- 9% FOR I=@ TO. N-l =

190 X(I)=A(T) -
11¢ NEXT I =

12¢ GOSUB 1g¢@

13¢ MA=M: VA=V: DA=D

14¢ PRINT "PRIMERA VARIABLE"
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© 15¢ PRINT “MEDIA=":MA;"VARTANZA=";VA
155 PRINT: “"DESVIACION TIPICA=";DA

157 PRINT . = :

16¢ FOR I=1 PO N-1

165 X(I)=B(I):NEXT I

17¢ GOSUB  1¢gg

18¢ MB=M: VB=V: DB=D

19¢ PRINT""SEGUNDA VARIABLE"

195 PRINT "MEDIA=":MB,"VARIANZA=";VB

197 PRINT "DESVIACION TIPICA=";DB

2¢# FOR I=g TO N-1

217 X(IX=A(I): Y(I)=B(I)

212 NEXT I

22 MX=MA: MY=MB -

23¢ GOSUB 3gg¢ :
' 24¢ CO=Cs PRINT "COVARIANZA=":CO

25¢ REM CALCULO COEFICIENTE CORRELACION

26 CR=CO/(DA*DB): PRINT "COEF. DE CORRELACION=";CR
5¢% PRINT "ECUACIONES RECTAS DE REGRESION"

51¢ PRINT § PRINT "Y—(";MB;")=";CO/NA;" (X-(":MA;"))":PRINT
53¢ PRINT "Yw(":MB:")=";VB/CO;" (X~ (";MA;"))"

557 DATA

9% END -

‘A@@F REM SUBRUTINA PARA DISTRIBUCIONES MARGINALES
1919 M=@s V=g

1#37F FOR I=#f TO N-1

1gag M=M+X(I)

1958 NEXT I

196@ M=M/N

1#7¢ FOR I=¢ TO N-1

1¢8¢% vavV+(x(1) -MY12

1799 NEXT I

11g¢ V=VMNs D=V1g.5

111¢ RETURN N

3¢#¥ REM SUBRUTINA DE COVARIANZA
3¢@5 c=¢

3g1¢ FOR I=@ TO N-1

3@2g C=C+((X(I)-MX)*(Y(I)~-MY))
3@25 NEXT I

3¢3g C=C/N

3¢4¢¥ RETURN



Poblzcion de

PROVINCIAS derechol®) | mumicipios ) - -
(33:22.76) | (31-12-15) Km' Ado 1976 Alio 1976 Abo 1976
59 r 3047 1488 472 1514 51
8 | leese 2404 218 3038 69
138 H 5.063 305 21.224 8930 e
1. 8774 3077 ’n 326 1y
26, 8.048 1.75 067 1715 M
16 21.657 4482 382 6153 89
6S 1 5014 4.347 10813 5002 113
31 i 178 30.547 7383 31433 8a3
43 i 14.26% 2.236 £910 2992 Bl
2t i 53,945 3.304 5.986 3873 73
s i 7385 14 T 6888 ° 270
14 { 5679 285¢ 206 4014 7
o : 19749 3361 478 1249 ?
k¢ 13.718 553 124874 5878 148
93 876 759 17.965 9,906 08
24, 17068 1.492 2716 235% 16
223. 855 3516 548 4.506 53
16! 1253t sni 13.864 8079 225 >
2 1239 83 1.785 1322 16
8 997 4866 12.773 .44 i34
¥ 16.083 3050 - 1316 agn w
W 13.671 1.263 2339 2118 i3
9¢ 13.498 4% 10.798 426 137
222 154463 4186 486 B3¢ vy
P 12023 2339 664 343 39
i 034 1.782 049 1194 3%
66 .803 2773 4884 $.575 6
17% 905 31548 73704 27434 839
99 276 6.406 15.036 7% i72
43 11.37 0.53%0 18.501 T.232 208
264 19422 3.595 8634 427 31
92 7478 2.630 4.773 4304 4
kil 0,565 8016 17.2 9.402 28
208 8024 401 2805 1873 3
34 4.063 966 14877 195 175
61 1477 5,424 16.627 348 230
359 12.436 545 §.235 .10 T
53 3.8 $.53% 12958 387 150
102 5.289 994 9.028 143 [E
215 6.949 ond 2,000 41T 10
192 14.001 a0 22038 399 313
185 0287 560 1314 1839 il
177 6.283 3521 9044 4531 a6
233 14304 82 1397 132 8
204 13368 3.362 7.208 4248 kg
263 10.763 14.859 3.1 17.268 368
229 8203 098 8938 136 95
96 2247 917 995 163
252 10339 66% 2318 357 i
92 17.19¢ 349 13.642 5.903 133
8.194 504.750 259.640 662.084 291573 1.089 10630.131 739493

SI ARQUIMEDES HUBIERA TENIDO

CA LCULADORA

Ricard® Aguado-Mufioz Prada
Agustin Blanco Ruiz

Ricardo Zamarreiio Fernandez

GRUPO" 2001"
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INTRODUCCION

E1l cencepto de limite presenta para 1os'algmnos~pripcipian¥
tes, ademfs de éu-dificgltad intri{nseca, otre inconveniente, Se
preguntan gésto para qué sirve? i

Hemos de intentar plantearles edq?eiciéa adecuados que les
hegan ver la importancia del limite, Uno de estes pesibles traba-
* jos puede ser el cllculo del nlmero.. f// o . —

- Cuslquier escolar sabe que /I -es la relacibn existgnto
entre la longifud de la circunferencia y su difmetro o la que exis
te entre la superficie del circule y el cuadrado del radie, Esta-
blecer estas propiedades no fue f&cil y fueron necesarios les es-
fuerzos de matemfticos de primera fila,

En la antigliedad, fuera del &mbite griego, hay algunﬁa de~
terminaciones interesantes de /7 . Los babilénios ebtenfan el
&rea del circulo mediante la regla A-02/12, siende C la lehgitpd
de 1a-ci:cun£erencia, 1o cual supone asignar a [ elvvalor'B.

- En el papiro Rhind, eserito hacia el 1700 a,J.Ci, el frea
del circulo se calcula medianre la férmuls A-(Bd/9)2, siende 4
el difmetre; en este caso ‘

[T =(16/9)2=256/81=331604

Hay que llegar a los griegos para mejorar estos valores y
gsituar el chlculo de nuestro nfinero en un contexte més rigureses

Dos matemfticos de la escuela sofista, Antifén y Brisén,con-

témporéneos de Sberates, aportaron una brillante idea, E1 primero,

trabajande en la cuasdratura del circule, concibié aproximer el
Grea del circule mediante peligonos inscritos cuyo nfmero de lades
se iba duplicandej Brisbn per su parte sugiri&'utiliza; poligones
circunscritos.

. Eudexoe, disecipule de Platén, recogid estas ideas y estable-
¢ié el método exhaustive para calcular 8reas y volfmenes de figu-
rag curvas, Cen este método:demostrb, entre otros resultadﬁs ime=
portantes, que las iregs de des circulos estén en la relacibn del
cuadrade de}sug'radios.

El métod; exhaustive fue utilizado por Euclides en el libre
XII de sus "Elementos"., En la Proposicifn 1 demuestra que poligoe-
nos semejantes fnscritos en cfirculos estfn entre s{ en la misma
relacién que los didmetros de los circulos. Con dicho método prue
ba que si el teorema es vhlido para poligonos, lo serf también pgl
ra circulos a los que se aproxima mediante poligonos regulares ing
orites,

8/8°=42/a’2 por tante 5/a%=87/d4°Ze K
y obtenemos S-Kd2 0 bien S-Hr2 1)
siende S y S’ las éupérficiea de los circulos y K y H constantes;

Euclides no dié'el-paso siguiente que suponia el cllculo de
H; Fue Arquimedes qﬁign lo hizo con notable aproximacibén y lo ex=
Ruso en su obra "Medida del circulo", uno-de sus mis breves e im-
portantes trabajos.

En la Propqsici6' 1 de diche obra, demuestra que el frea del
circule es igusl al &rea de un tri&nguie recténgulo cuya base es
la longitud de la ocircunferencia y cuya altura es igual al radie
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SsLr/2 que sustituida en (1) nos da
Lr/2r°= L/2r = L/D = H
Hemos obtenido la importante relacibn
8/r° = L/D = H

En la Proposicibn 3 del mismo trabajo nos dice: "La circunferen=

~cia de un circulo es igual al triple del difmetro y una parte de

112

éste menor que la séptima parte y mayor que diez setenta y un aves
del difmetro",

Dicho de un modo més sencillo

3 + 10/ < 7 <3 +1/7?
2]

223/71 & g £ 220/70

Lo que da para /7 un valor comprendico entre 3,14084 y 3,14285
Para estas aproximaciones, sirviéndose del método exhaustivo, cal
culd los perimetros y diémetros de poligonos inscritos y cimcuns~

critos al circulo,

CALCULO DE /]

Nosotros seguiremos el mismo método que Arquimedes, conside
rando finicamente polfigoncs regulares inscritos, cada uno de doble
nfimero de lados que el anterior y calcularemos la relacibn del re

rimetro al difmetro,

Realizamos la construccibédn en un circulo

A de r=1,
% AB es el lado de un poligone regular y
2
) 3 glm|c AC lo es del poligono de deble nfimerc de
lados, .
8 Aplicando los teoremas del cateto y
de la altura en el trifngulo recténgulo
, DAC obtenemos:
3
2 _d 2 2-m : 2
I=a e —— = n(2-n)

siendo AE = 5 ] AC:=d , EC=m
Sustituyende ‘m en la segunda expresién y simplificande, aparece

una ecuscibém bicuadrada en d

a2 d2

2
- e-4 o

que tiene dos soluciones positivas:

4, =\/2 +\/4 P d, -\/2 -\/4 - a2

De las dos soluciones finicamente es vAlida d2 ya que,

para el hexfgono,por ejemplo, a=1l yresultaria para d, el valor

u\2 4 D2

lo que evidentemente es falso.Por consiguiente, eliminaﬁdo el
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subindice, resulta

de’\ 2 =/ 4 = &
Con objeto de unificar la notacibén, vamos a desigmar por:
a, 1 Lado de hexégeno regular

82 : Lado del dodecégono regular .

a, : lado del poligone regular en la

etapa enésims,

Siende 8, = \/é_- "4— a§_1 (1)

Sea p, = ~Eerimetre del polfgono de lade &, _ _Perfmetro
2

Difmetro de la circunferencia

Partimes del hexégone regular, en cuyo caso a; = 1l y obtenemos

la sucesibn siguiente:

.
Py = 3% =32
py = B8 =203 8,

0000000000000 000000 00
n
Py = %—Jn‘a - 207% 3 &,

El limite de esta sucesién serf el nlmere [T .

Con una calculadoers manualepregramable calculameé los si-

guientes valores:

TABLA 12

Pl =
;p2 -
P3 =

Todo parece ir por

5

3,105828539
2,132628603
3,139350180
3141031759
3141452403
3141556547
3,1 41580015
3141580015
3.141486139
3141861624
3.1 44863881
3156844359
3.204318366
3,08645431
3,08645431
(0]

0

buen camino hasta los términos Pg s Pg . pero
9

a partir del P10 la sucesibén se "estropea" y P17 =0,

2Qué ha ocurrido?

Sospechamos que como los lados de los sucesivos poligonos se hae-

cen cada vez mls pequefios, llega un momento en que la calculado-

ra no tiene capacidsd para expresarlos y redondea a cero,
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] P9 = 3,1 41590462
Cemprebamos esta supesicibn en efecte, para a aparece

en'pantal:a el valer eerof 8 ' a Pro= 3.1 Z 159 z 105

‘ Esta dificultead nes plantea el hallar otra férmula equiva- Pyy= 3.l X 159 . Z z Z
lente a (1) wmés adecuada para la calculadora, Pio= 3e1 4159

Multiplicando y dividiende (1) per Pyz= 3.1 415 92645

Pyy= 3141592653

41592655

2
\Ja +\/ 4 - a, ebtenemos: P15= 3l
8p-1

(2) 0000006COCOOIPSNOOOISIPEOISOIONOEOSDS

By = ———— Poog= 3141592655
\F + \/4 - ‘5—1 e B ’

En esta expresién , los lades a, se apreximan a cere més lenta=
2

: Esta nueva anomalia es debida a que la férmula (2) utili-
mente, perque cuande a _, dé cere en pantalla a=a 2.

zada para el chlcule de a_ , si bien es mejor que la anterior,

n
El cllculo de-esta sucesibn es aconsejable hacerlo con cal . A . . .
= también tiene inconvenientes porque el términe a230 tiene un or-

culadora programable orque si bien desde el términe hasta
EESE Tl et P14 ) den de magnitud tal que la calculadora redendea & cero,.

el términe Pppg sen estables las siete primeras cifras decimales, A .
Nuevamente nes vemos obligados a conseguir otra expresibn

el p230 bruscamente se hace cere, e e e .
que estabilice indefinidamente los valeres de la sucesibn,

TABLA 28 .
Ceme p, = 3,001 n-1
- ’ 2 +|| 4 - a2
n-1
P2.31058285%41
= 3,1 326286 : _
Pz = 3.1 53 13 ypn-1'3'2n2'an-1
Py =3139350202
p5=30141.031950
Dg=3.141452471 2 Ppn-1
p8-30141583892 \/;.’Nﬂu-an-l
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Para valores de n grandes P~ DPpy

Cen esta filtima férmula la sucesibn se estabiliza defini-
tivamente y ebtenemos el valor siguiente:

= 3141592653

Tedo lo anterior nos muestra que si bien la calculadora es
un instrumento de c&lcule de gran eficacia, hemos de manejarla
siendo conscientes de sus limitaciones, ya que se pueden produ-.

cir erreres debidos al redondeeo Y a la capacidad de la pantalla,

LAS URNAS... ¢ ESTAN PREDESTINADAS ?

Por Ricardo AGUADO-MUNOZ y Agustin BLANCO
del GRUPO 2.001 '
Instituto Piloto "Cardemal Herrera Oria ' de Madrid

. 1o PROBLEMA INICIAL.

Se parte de una urna cuya composicidn inicial ¢8 de una bola blan~
ca y otva negra. Se extrae al azar una bola ¥y se la devuelve a la urna
acompafiada de otra del mismo color. Se repitg el proceso hasta gue en

la urna haya cien bolas. (Fig.l)

ETAPA ESTADO PROPORCION BLANCAS
2T o e Pe=0'50
3 (9] LX)} ,Ps =033

4 0 268 f‘i: e85

5 00 . 60d Ps= O"Io

119



Podenos considerar que la urna es un sistema que cambia de es-

. tado a lo largo de las distintas etapas.Desde la etapa inicial {eta-
pa 2) hasta la etapa final (etapa 400), la urna atraviesa distintcs
estados; entendiendo por estados cada una de las composiciones posible
Asf; ?or.ejemplo, en la etapa 3 hay dos estados posibles : una bola
blanca y dos negras, o dos blancas y una negra.

En la etapa 200 hay 99 estados posibles. 5 A cull de estos 99 es-
tados llegard la wrna ? Imposible predecirlo ; todos ellos soi igual-
mente probables; es decir, la probabilidad de que la urna llegue a
un estado final concreto es 1799 .

Aunque‘al principis no podamos predecir qué esfado.fiﬂal altcanza=-
r4 la urna, sf que lo podemos hacer(con cierto margen) céndo‘hazén

transcurrido algunas etapas; porque se puede probar, mediagte sg;ﬂé;:

lacién, el hecho notable de que lz proporcidn de bolas blancas: se

estbiliza a lo larro del proceso.
Esto quiere decir que, aunque la urna no esté predestinada en
su nacinmiento, en las primeras etapas se decide su futuro. Y tampiéd,r

que la infancia de la urna condiciona toda su vidae

R
3 2ty ‘“,,.Mllutnn-unvtululn-u‘un.-uu-
Az s »t wage, ‘"_"“,uu”.n.“.-.,.,‘u.
0 »
U
os-.._..-_.-_-_ B T ettt i
L
e o
*
.
®e
e, L}
® i (1)
' o e, 2
® hd S0t 0ru0000,04,, eseese
9000000004 09* 8000000000000000 c0 @0 204v? 0r0 000800y
0 10 20 20 40 13 &0 30 20 90’ 400

1:6.2

Con el ordenador hemos simulado el Siétema.icontrolando en cada

. etapa la fropofci&n p de bolas blancass Represéntandd la variacidn

de p , hemos obtenido grificos pareéidos a los de la figura 25 en
la cual podemos observar gue la proporci6n’deﬂblahcas se estabiliza
en torno a un nfimero.

Sospechamos que la primeré bola extrafda ti;ke‘una influencia
decisiva sobre el estado final. Bs decir, que si la primera bola que
se extrae es blanca, la composicin final de la urna seri con mayoria

de bolas blancas; y si es negra, la mayorfa de las bolas al final serén

‘negras. La confirmaciébn de esta sospecha la obtuvimos realizando un

nfmero eievado de simulaciones y comparando la proporcibn de la eta-

pa 3 con la d#la etapa 100. )
i Nimero de P3 “P100

la prueba
1 0,33 0,15
‘2 0,66 0,48
3 ‘0,66 0,62
4 0,33 0,16
5 0,66 0,93
6 0,28

/\_/0133\4‘/
/N ]
0,33 0,23

995

996 0,33 0,54
997 ‘0,66 0,55
998 0433 0423 .
999 0,66 0,27
1000 0,66 ©,87

S
En la tabdbla de la4figura 3 se puede observar que si el sistema

empieza con baja proporcién de bolas blancas (p3=0,53 ), acaba tam-

bién con baja proppréién de blancas ( ploaio,so ) en la mayor parte
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de log casos; y que s&i p3=0,66 s entonces lo mis frecuente es que sea
P10070150+

Después de haber realizado nmil pruebas, podemos concluir que
Gnicamente en el 25% de los casos el destino inicial se tuerce,

Realizando también un nfimero elevado de pruebas pudimos compro-
bar experimentalmente, una cosa que conocfamos tebricamente, a saber :
que las proporciones finales Pioo B¢ distribuyen uniformemente en
el intervalo [0 , il.Para ello dividimos este intervalo en 10 partes
e hicimos el recuento de las veces gque una proporcidn final Piop C2¢
en cada uno de los intervalos parciales. Obtuvimos el siguiente dia-

grama de barras de frecuencias relativas ( Figed )e

olo

O o1 oY 03 oY o5 06 067 0% o7 4

g u
2. GENERALIZAZION DEL FROBLEMA.

El problema gue acabamos de analizar es un ejenplo de sistema
_autorregulasble,en el sentido de que la proporcién de blancas, a
partir de una cierta etapa, permanece estable. Acabamos de ver tam-
bién, que 1as-e£apas iniciales son decisivas; ¥ que al comienzo
el destino de la urna no estﬁ.detérminado.
¢ Este modelo matemitico puede serlo de situaciones reales 2

¢ Es posible comparar la evolucién de la urna con el desarrollo

‘ intelectual de una persona ? ¢ Se puede. comparar con la evolucidn de
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sociedades cuyos miembres, blancos y negros, se reclutan por coop-
tacibn, por uqbroéedimiento similar al de reclutamiento de las bolas
rara la urna ?

Corresponde a los psicdlogos y sociblogos opinar sobre la validez
de tales comparaciones. Nosotros hemos querido admitir,h nodo de juego, -
la validez de.éstas y modificar alginas condiciones 2o la urna para
ver cbmo evoluciona. :

Entendemos que las bolas blancas son cualidades poditivas de la
inteligencia, que»las negras representan cualidades negétivas ¥ que,
unas y otras, se adquierehva lo largo ée los aiios siguieﬁdo el mode-
lo de la urnae.

Nos interesa saber ¢émo influye el hecho de que, a‘ﬁna cierta
edad, el individuo reciba una ayuda externa de cualidade% positivas,
En otros términos v ; qué pasa si en la etapa éinco se afiaden a la
ﬁrna tres bolas blancas de propina ? Es evidente que la proporcifn
final de bolas blancas aumentari en la mayorfa de los casosjperc el
efecto exacto lo tendremos cuando comtemplemos el diagrama de barrasg
corresvondiete a un nfinero elevado de simulaciones. M4s afin, serd in-
teresante ver cémo varfa el diagrama de barras al variar la "ayuda"
¥ la®edad"en que ésta se realiza; esto es : al variar el nfmero A de
bolas blancas que se introducen ¥y 1a etapa B ¢€n qie s6 realiza el
aporte.

Un programa de ordénador nos q§ permitido obtener los diagramas
de frecuencias relativas adjuntos (Fig.5 )jen los que se aprecia la
distribucién de las prororciones finales de bolas blancas, cvando

una misma ayuda A=3 se aporta en las etapas 2=3, 4, 5; 10.y 50.
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A=3 , E=3

—

o' o3 o 0 0% "o

| o o4 or o'y,
A=3, E=¢
- oo e M R
0 o1 6L 03 o4 OS5 o¢ 03 o€ 07
A=3, E=S
0 0y 02 03 o4 05 06 0¥ oY 09 -
Az3, E=10
A3, E=10
O o1 0y 03 04 .05 0% 0V 0% 09 _1'

Observamos que una misma ayuda, hecha en una etapa temprana tiene

nis tyscendencia que hecha en una etapa avanzada, doade la inciden-

cia es minima.

F-a 5.

Otra cuestién interesante es ver cémo evolucionaa los diagramas

al variar las condiciones de reclutamiento de las bolas.

Fi3.5

C=4
oA 02 08 0% oS 0'¢ 071 07 079
c=2
o ;
Ot 02 03 0% 05 06 0% or 01
€=3
o1 02 03 0% 08 06 01 o¥ OF
c=4
04 02 0'3 0'y o5 c;'s o' o'¢ 0%
€=5
e SR N S|
o' 02 03 04 05 0 o 0% 07
C=20
e - ———
04 0% 03 0% 05 0¢ oF o9 09
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El caso que podriamos llamar normal es cuando al exiraer una bo-
la la devoivemos acompafiada de una del mismo color. Pero, jqué prasaria
si;céda vei que extraemos una bola la devolvemos acompafiada de tres
del'hisﬁo color ? Unfprograma que permitfa variar el nfinero C de bo~
%as'introd?cidas’para acoripafiar a la extrafda, nos did los diagramas

/ &ella‘fiéérg ?;'EQtos‘diagramas prueban que en los casos cﬁl. las

urnas'ﬁighgn?téndencia a‘acavar con proporciones de blancas altas o

bajaé(((defgndiéndo fuertenmente del color de la primera bola éxtraid#.
Por Gltimo, si la recluta de las bolas se hace con la condicidn

@e que al extraer una bola, la devolvemos en compaiifa de otra del color

contraric, ia intuicibn nos dice que el sistema tenderd a restablecer

'el equilibrio inicial entre blancas y negras, .y esto nuy réipidamente,

El diagrama de barras correspondiente a cien repeticiones del exXperie~

B

mento es del tipo :

O 04 oy 03 04 05 o0¢ 07 0% 09 4
F.‘a.?

‘3¢ UTILIZACICH DE ORDENADORES ZN LA ENSERNANZA.

Dejzndo ya dparte el problena de la urna, entendide éomo mecdelo
probabilfstico, vamos a centrar nuestra atencidn en el usc gue henos
hecho de=1 ordenador.

Sacido es que la utilizacién de ordenadores en la ensefianza
adnite posibilidades éistintas; algunas de ellas radicalmente opues-
tas desds el punito de vista pedagégi;o. Aquf, evidentem;nfe hemos
simelade urn sistema, y hemos visto cémo evoluciona; pero lc mds intee

resante es que el programa pernite escoger las variables N , nfne-

26

—

ro de veces que sc repite el llenado de la urza; A , ayuda quc se
aporta; E , etapa en la que se ayudas ¥y ‘C e nfmero de bolas que se
introducen del mismo color que la que se extrae, Todo ello da al
usuario ( profesor o alumno ) la posibilidad de comprobar cdémo varfan
los resultados en funcién de los pardmetros iniciales, 1o quelpermi-'
te observar el comportamiento del sistema bajo distintas hipdtesis.
Eafe tipo de utilizacibn es, nuestro juicio, una de las posibi-

lidades m&s interesantes que ofrecen los ordenadores en el caﬁpo edu-

cativo.
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EL MICROCOMPUTADOR PARA RECUPERACION INDIVIDUAL DEL ALUMNO,
Tema: LA PARABOLA,

’

El profesor de matemiticas ha explicado €l tema de la pard
bola para. el curso correspondiente. De hecho, no suele comprenderse
el tema, por todo el alumanado y es evidente que un cierto niimero de
alumnos se han quedado atrds. ;Cémo resolver este problema?, Dado que

en un aula solemos tener 40 alumnos y llevar varios niveles cuesta

bastante, lo que se pretende con la utilizacién del microcomputador

134

es, por una parte, que el alumno rezagado se concentre sobre el tema
y por otra, que el alumno repita el aprendizaje cuantas veces le sea

necesario.
A grandes rasgos el trabajo consiste en lo siguiente:

Una introduccién, por la cual, vamos a saber si el alumno
llega a entender cuil es la trayectoria que describe un proyectil.

En la pantalla del microcomputador se simula el lanzamiento desde un
cafibn. (Figura 1).

Una parte central, donde se estudia la pardbola. Se comien~-
za por la parébola'y=x2, dondelpor medio de parpadeos se hace ver al
alumno donde esti el vértice y:el eje. (Figura 2). Después se estu-
dian las ramas, presentando paribolas que las tienen mis abiertas o
cerradas que y=x? (Figura 3), y también, que las tienen hacia abajo.
A continuacién se estudian pardbolas, donde el vértice se ha trasla-
dado hacia la derecha sobre el eje X (Figura 4) y hacia arriba sobre
el eje Y (Figura 5). Todo ello también con parpadeo e incluso el vér

tice se mueve con un sonido un tanto peculiar, para obligar al alum-

no a estar atento.

El final de esta parte, consiste en desplazar el vértice
hacia la derecha y hacia arriba. Después hacia arriba y hacia la de
recha, para terminar desplazindolo directamente, de modo que obtene
mos una paribola con el vértice en cualquier lugar del plano XY (Fi

gura 6).

Se cierra el trabajo con una prueba, que permita saber al

profesor, o al mismo aldmno, si llegb a comprender bien el tema de

la pardbola (Figura 7). El némero de ejercicios es 10, dando dos pun

tos si se contesta bien a la ptimera, un punto, si se contesta coe--
rrecto a la segunda y cero, si no se contesta bien. El resultado de
la prueba aparece al final y allf, segfin la puntuacién se recomien-
da al alumno que repase o que vuelva a estudiar el tema. En caso de
alcanzar una calificacidn de sob;esaliente o notable se le da la en

horabuena.

Como lo interesante de este trabajo es ver la cinta donde
est4 grabado el programa, para hacerse una idea dé lo que verd el

alumno, he escogido unas cuantas gréificas, que van a continuacién:
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Parabola:r=x2

1E1 dibuio de 1la trayect_oria!

Figura 1,

Yertice: (G.8)

s

Figura 2.
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Parabolay y=(x-2%t

! .
|
D) - ¢ . T ]
l\ \ ythf__é J ‘,‘, ’ . . \ ‘n“‘
; / | . I\ /
\ T / ¥ . \ /
\ vff/ 4 \ !‘"
l'
& i o . x"’“"ﬁ:_.‘!”
WWertice:¢2,0)
Figara 3. Figura 4.
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Parabola.y=x2+1

F 8
Y I /
\I
‘I\\ - ) /
\ | /
Ny ke

Vertice:<¢0: 1)

Figura 5.

e

lParabola=r=(x-azz+1

Vertice:¢€2.1)

Figura 6.
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Ejercicio numera 7 -
Pe las parabolas:
3) y=x2=1 (123 b)) y=(x+3)2 (2)
Q) »=x2+3 (3): d) r=(x-P2 4
éCual o5 12 que se ha trasla-
dado hacia abajo?

- éPon un § oun 2 o un 3 o0 un 4)

Figura 7.

Para mis detalles, sobre el microcomputador utilizado,
lenguaje de programacidn, sistema de graficacién, etc., dirigirse

al autor,

%§laca, Abril de 1982 BL

UNA INTRODUCCION AL CONCEPTO DE. ALGORITMO Y ESTRUCTURA

GENERAL, DEI, ORDENADOR EN LOS NIVELES DE BACHTLLERATO

Hota introductoria

El presente trahajo forma parte de un ﬁroyecto de Introduccién
de la informitica en los niveles de Bachillerato actual, Este se ex-—
pone en dos cursos dentro de las actuales E.A,T.P, e incluye los si~
puientes temQ§:

2¢ de BUP: 1.-0ué es la Informitica”Camnos de aplicacién
Evolucidn histérica del calculador, 2,-Sistemas de nume}acién.Codi-
fibacién de la infbrmacién(ll parte).B.;Algehra de pgbposiciones,
Bxpresiones 16gicas Funciones 16picas, Circuitos 16gicos, 4,~AYcorit-
mos. Procesos secuenciales, Descriocién de algoritmes mediante dia-
eramas de flujo, 5.-Estructuré reneral del ordenadgor., 6.~ Intruduccién
al_ienguaje de pronramaqi6n BASIC (1‘ parte).

3¢ de BUP: 1,- Sistemas de numeracién (2% parte): el teorema
fundamental de la numeracién, REpresentaciones en punto flotante,
2.~ Célcule 1§nico(2! parte): pueytas 1égicas y biestahles. Disefio
y montaje de circuitos 1égicos. 3.~ La memoria Central y la CPU,
Lenguajes de programacién, 4,- Las unidades veriféricas, S.- Intro-
duccién al BASIC (2% parte)

Dichos cursos 105 estoy }levando a cato en ni Instituto durante
el presente curso esgolar(Bl/Bé) ¥y las partes précticas con ayuda
de micro-ordenadores Zy8l(Sinclair),

Solamente trataré aquf de una Introduccién al-concento de
algoritmo y Estructura general del Ordenador, por ser estos dos temas
de suma importancia en este proyecto aue solanmente deseo sea un paso
mSs en una futura implanftacién de la Inform&tica en el Bachillerato ,
CARLOS RUIZ JIMENEZ
Profesor Agregado de Matemfticas del

1.B. CAnovas del Castillo ( Milara)

3
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CONCEPTC DE ALGORITMO

Llamarenas accién descriptible ( o simplemente accién , o
proceso ) a un suceso del cual conocemos sus protagonistas, sus
efectos y la transfornmacién cue realiza, con la peculiaridad de te-
ner una durac ién limitada, !!n proceso en peneral podré ser descom-

puesto en acciones nas simples, Consideremos dos ejemplos concretos:

A: un cocinero prenara una vaella de mariscos vara 8 versonas

B: un estudiante calcula el producto de los nfimeros a=12 y h=320

La descriprcién del proceso A es lo aue usualmente se conoce
como una receta de cocina y esta descrike:
1.~la lista de ingredientes ( % kg. de arroz, etc.)
2.~ el conjunto- de acciones a seruir ( lavar, mezclar, etec.),
el orden a sepuir y la verificacién de condiciones que de-
terminan que e) cocinero ( ejecutor )ejecute la accién
siguiente ( ., ,cuando el arroz esté dorado ... )
Fn smeneral la descrincién de un proceso dehe contener:
1.~ la lista de datos
?.- el conjunto de acciones, orden.a seouir y control de
ciertos aspectos del proceso para determgnar la siguiente accién a
ecjecutar, Por ejemrlo , en R, la descripcién del proceso dehe conte-
ner las reglas rnara la multiplicacién de dos niimeros enteros, A
sinple vista nparece aue no estan diferenciados las posihles descrip-
ciones de A y B; sin erbargo veamos una éuantas diferencias esencia-
les. La descrircién de A no es evacta en el sentido siguiente: en
la renreticidn de este no se garantiza el rismo resultado, Nos intere-

sard en lo sucesivo procesos ( o descrincién de procesos mejor) aue

-

se puedan repetir en los cuales el resultado rio dependa del ejecutor,
.Pero hay otra diferencia esencial entre las posibles desc;ip-
ciones de A y B: mientras aue la descripcién de A-{ la receta de
cocina) solamente nos serviri para oreparar dicho plato, la descrio-
cién de B nos va a servir para resolver todos los ' problemas del mis—
mo tipo { tantos como posibles valores enteros tomen a y b). En otras
palabras, la descripcién de R serd lo oue llamaremos un algoritmo,
Los algoritmos mas conocidos son las renlas éon las oue se
realizan las operaciones aritméticas elementales ( suma, diferencia ,
producto y cociente entero )en él sistema de numeracién Kecimal! Es-

tas reglas son tales que las sencillas operaciones de que consiste

pueden ser ejecutadas maquinalmente ( automdticamente) por nuestro
. on
alumno hipotético sin més oug una tabla de sumas, abstrayéndose del

sentido del hecho aue ejecuta, Estos algoritmos operan sobre ohjetos

que son representaciones simhélicas de los datos, Veamos un ejemplo

para aclarar este tipo de representaciones: una posihle descripcién

de B con ayuda de un &baco formado ror tres filas de bholas { rojas,

azules y verdes ) ¢on la peculiaridadhde tratarse de un alroritmo
e

ejecutable en cualouier sistema de numeracién.

%% ’&/4@@ asulas

00000000000 e
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Consideremos el siguiente algoritmo o "sucesi6én de indicaciones"
1. Desplazar a lg izouierda a bolas rojas
2. Desplazar a la izquiérda b bolas azules,
3. Desplazar a la izquierda a bolas verdes,
4, Desplazar a la derecha una bola azul,
5. Si existen bolas azules a la izquierda pasar a la indicacién
3; en otro caso seguir,

($3%)

6. Contar las holas verdes y parar

En esta aescripcién'hemos utilizado bolas de colores para re-
presentar los datos y esto es fundamental, Si hubiéramos tomado
representéciones de datos utilizando las cifras arshicas 0,1,...,9
0 la descripcisn del proceso ya no opera sohre ohjetos fisicos; el
proceso anterior se puede realizar utilizando tojas de papel en lupar
del 4haco. A cada hoja le damos un nombre y sohre cada una de estas
se escriben los datos y resultad&s gue nos interesan ( realmente
cada fila del 4baco o cada hoja de papel ser& un registro fisico).

Una posihle descripcidn del mismo proceso podria ser:

inicio; tomar tres hojas de papel x,y,z;
escribir a sobre la hoja x;
escribir b sobre la hoja y;
escribir O sotre la hoja z;

mientras el valor escrito en y no sea cero hacer:

(2) alpunos autores diferencian dicha sucesién de indicaciones de
la estructura de datos utilizada ( por ejemplo Niklaus wirth v
A. Andronico), Aquf seguiremos las. definiciones de Trajtenbrot,

($3) todas las descripciones cue trataremos son secuenciales ejecutén-

‘dose las indicaciones secuencialmente en el ordeh_natural;( salvo que

se indicue lo contrario)

iniclo
calcular la suma de los valores es—
critos sobre x y z y escribirlo en z,
' restar 1 al nfinero escrito en yy

escribirlo en y,

fin
&(S)

( Nétese que s6lo utilizamos dos operaciones hisicas: suma y diferen-
cia de enteros en cualquier sistema de numeracién; esto va encaminado
a la posihilidad'de ejecucién del algoritmo utilizando un ordenador )

En ,realidad los pasos dados hasta shora conéistén en simplificar
1la descripcién del aigoritmo y ?oaadia poderos visuvalizar las in-
dicaciones de una forma mis sencilla; hemos utilizado antes hojas de
papel y estd claro que la realizacifn de esto’corresponde a memorizér
ciertos valores en_qiertos registros, Para describir un proceso sim -
bélico de este tipo es necesario estahlecer una notacién gpropiada;
por ejemplo utilizar la expresidn:

5 ($$)

Xe=

que expresa "escrihir" el contenido de la hoja ( o registro ) Yy en
el registro x; o en general

x:= expresién aritmética
donde dicha expresién contiene las claves de los registros necesarios
que jugérén el papel de variahles ( una vez evaluada . la expresién
de la derecha tomando los correspondientes valores de los renistios

se introduce el valor en el repistro x),

(%) puede extrafiar la forma de ‘escribir el cor.junto de indicaciones 0

aquf utilizaremos la descripcién PASCAL .

($%) dicha expresidn se conoce en €l argot informitico como instruccidn

de asignacidn ( en BASIC se utiliza LET X = Y)
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Admitimos tambien expresiones de la forma:

x:= leer para expresar: en el
registro ¥ introducimos cierto valor de alsin dispositivo de
lectura, Por tanto el alporitmo anterior lo vodemos evpresar ahora
simbSlicamente de la forma:

inicio

mientras y £ O hacer : inicio

z:= 2 + %3
yi= y-1;
fin

fin

La ejecucién de un a!gorit@o permite asociar, de forma Gnica,
a Jos datos de entrada, datos de salida, realizando vor tanto una
funcién en la cual los arsumentos son los datos de entrada y los
valores estan contenidos en los de salida., En otras palabras, un
algoritmo sers un conjunto de indicaciones o esquema para saher como
calcular una funcién: dos algoritmos se diran equivalentes si calcu-
lan la misma funcién, Es importante sefialar de nuevo cue un algo-
ritmo resuelve todos los problemas de cierto tipo; asf pues el
anterior permite efectuar el producto de nimeros enteros positivos

y esté claro oue si por ejemplo el valor asignado a y fuera nega-

tive , dicho proceso no terminarfs de ejecutarse.

Los algoritmos en los cuales los oroblemas planteados se
reducen al empleo de las cuatro operaciones aritméticas elementales

se 1laman algoritmos numéricos. Veamos como ejemplo de algorimo

numérico, el cilculo del miximo comin divisor de dos enteros positivos

con el algoritmo de Euclides, Este consiste en obtener una sucesién
decrecignte de nfimeros, siendo el primero el mayor de los dados, el
segundo el menor, el tercero el resto de la divisién entre los dos
primeros, el cuarto el resto de la divisién entre los dos siguien-
tes, etc, Por ejemplo, para calcular m,c.d,.(700,91) efectuamos
los célculos seglin la tabla:
7 1 2 4
700 91 63 28 7

63 28 7 [}
en la cual aparecen los términps de la sucesién antes citada en 1la
fila central, abhajo los restos y encima los cocientes, Sin emharpo
la divisién se puede reducir a una sustraccién reiterada puesto
que se tienen las propiedades:
a,~ m,c.d,(a,b)=mn,c.d.(b,a)
b.- m.c.d.(2,b)= m.c.d.(a=b,b) si a mayor aue h,
¢.,~ m.c.d.(a,a) = a
Consideremos dos registros ( en el sentido anterior) de
nombre x e y y sunongarios el sipuiente algoritro:
1.~ hacer x:=a e y:=y
2.— Si los contenidos de x e y son iguales, uno cualquiera de
ellos es el m,c.d. ¥ parar el proceso. En otro caso sepuir,
3.~ Si el contenido de x es menor que el de y, intercamhiar los
contenidos de x e ¥y, En otro caso seguir,
4,- Restar al contenido de x el de y y dejarlo en y.
S.- Saltar al paso n? 2,
Vamos a escribir el algopitmo anterior en forma simb&lica,
Quiz&s el paso m4s complicado sea el 3, Si pusiéramos para des-

cribirlo la secuencia de acciones: x:=y; Yi=x
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no funcionarfa dehido a que la expresién x:=y borrarfa el contenido
de x y se .pierde la informacién que este contiene, Debemos utilizar
un registro adicional, por ejemplo z,.y hacer:

z;=x I Xi= Yy § ¥Yi= 2

por tanto el algoritmo anterior puede escrihirse:

inicio
x:= leer;
= leer;
2: Si x = y,parar
Sixgy hacer: inicio: zi=x;x:=y;y:=2;fin
At=¥=-Yy
Iraz
fin

Al terminar la ejecucién del algoritmo, el valor del m,c.d. cueda
almacenado en x o en y,

Es de sumo interés ohservar que el nimero de oneraciones

descritas por el algoritno no se conoce de antemano , pero se sahe

oue es finito, Di:zho niimero dependersi de las condiciones del pro-
blema y se aclara en el proceso de ejecucidn,

El hecho de cue muchas operaciones se puedan reducir a las
cuatro elementales determina la amplia utilizacién de los alpo-
ritmos numéricos, Por ejemplo el célculo de la rafz cuadrada con
un grado de exactitud preesfahlecido, se reduce a una sucesién de
divisiones, vroductos ¥ cocientes, En una eswecial de la matemitica
( el anflisis numérico ) se estudian alroritmos numéricos para
resolver.orohlemas complicados come la diferenciacién , integracién ,etc.
As{ pues en matemiticas , y en otras diséiplinas, se considera resuel-
ta una serie de problemas dé cierto tipo cuando se encuentra el algo-
ritmo adecuado, El ohjetivo es la creacién de estos., A veces, si no

se encuentra el algoritmo para la resolucién de todos los prohblemas

de cierto tipo, se logra resolver algunos de estos_imponiendo ciertas
condiciones a los datos; es el caso del décimo problema de Wilhert:
encontrar un algoritmo para aclarar la existencia de soluciones en-
teras de una ecuacién dioféntica. En el caso de una variahle dicho
algoritmo se conoc€ hace mucho fiempo ¥ es el sipuiente:

si la ecuacién es:

xn-1+...+a x4+ a =0 (a, enteros) (1)
1 o i

n

¢

1. hal;ar los divisores de ao

2, Sustituir los divisores en el primer miembro de (1)

3. Si el’'resultado es 0, se trata de una rafz entera; en
otro caso , si no se anula para ninguno de estos divisgres, no tiene
raices enteras.

De_todo lo visto anteriormente-podemos deducir las carac-
terfsticas fundamentales del algoritmo(s):

a,~ se exige que el método de cflculo en forma de un nimero fi-
nito de indicaciones de pueda coniunicar a otra persona ( o en general

cualquier ejecutor ( una miquina) en el lenguaje apropiado(?s)

b.- el célculo no depende del ejecutor v puede ser repetivo con

el mismo €xito vor culaquiera y cuantas veces sea necesario,

¢,~ el amplio empleo del algoritmo para resolver todos los
problemas de cierto tipo.
I En lo que éigue nos ocuparemos de la ejecuci&n de algoritmos

utilizando una miquina,

{$)al parecer el origén del noffibre algoritmo es debido al matemitico
&rabe del siglo IX Muhammad ibn Musz al-Jwarizmi

($$)conocidos por lenguajes de programacién,
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DIAGRAMAS DE FLUJO DE CONTROL

Interesa a veces describir un proceso en forma de diagrama, Para ilustrar

este método consideremos el proceso dec embotellado de botellas de vino, Tenemos

como agcifn mds general:

__BOTELLAS

Grieio)- EMBOTELLAR 10

o CFD)

Si queremos describir el proceso con acciones mas simples, podrfamos

poner:

INICIO )-—=~——7}: torar 10 hotellas f— ———F> Asegurarse de oue las

¥y 10 tapones

Crin O<— Embotellar el vinc

botellas estan limpias

Asenurarse de gue el vino

.es hueno

Este esouema np es suficiente:, ya que por ejemnlo, la ejecucibn de la

segunda accién necesita un control vpara decidir si se lava o no la hotella:

asf, la sepunda accién se puede describir con acciones mas simples:

tomar una

otella

-

Y

estd limpia

apartar la
hotella

L _si no

152

<hay escobill

si no
lavarla lavarla
con esco- sin es~
billa cobilla
|
e

Vamos a describir la accifn del tercer rect3ngulo en acciones y controles

mas simples:

sustituir la
garrafa

si

Y
|llenar una bote]lal )

quedan hotellas

no LEL&J

si

Asf pues, una descripcibn mas completa del proceso de embotellado

podrfa ser la siguiente:
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Guicio)

o

¥ 10 tapones

tomar 10 hotellas

h 4

l {orar una botella‘

i
. 3

estd limpid

anartar la

no

quedan botellas
vacias

no

avaria
on_esc-

escobilla
?

sin esc

v

En la descripcidn anterior hemos usado un formaliszmo particular constilcido
por hloquéScircularcs para indicar el comienzo y el fin, bloquesrectanpulares
con acciones bisicas, hloque en Torma de romho que contienen el nombre de un
control y una serie de lineas qﬁc ]igah las acciones a sepuir, Dicho diagrama
se conoce con ¢l nombre de diagrama de flujo. Asf pues un diagrama de flujo

de control esta formado por un conjunto de hloaues:

con acciones ha%icas, un conjunto de controles:

&u&f@i

un INICIO : ru«cua . FIN

de forma gue:
1¢) bada blogue del tipo[:]tiene una flecﬁa de entrada y otra
de salida,
22) Cada Control @tiene una flecha de entrada y dos de
salida.

32) Cada flecha, o entra en un blogue, o se une a otra flecha.

—

..-42) El bloque INICIO no tiene flecha de entrada, y cualouier
ot}s blogue se ppede unir a &1 por un camino ( de control)
52) El1 bloque FIN no fiene flecha de salida, y cualouier otro

bloque se puede unir a &1 por un camino de control,

Notemos también que existen varios caminos de oontrol hien diferenciados
para especificar ¢ una secuencia , o bien una seleccién o bien una

repeticién :
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SECUENCIA

SELECCION

LD st wo st

REPETICION

S ]

156

NO

A veces es extremadamente Gtil elaborar un .algoritmo en forma prifica

mediante un diagrama de flujo, Por ejemplo, el algoritmo del m.c.d. se

podria representar en forma del siguiente diagrama :

INICIO

ST

A
INTERCAMBIAR
1.0S CONTENIDOS
DE x ey

|

F

no

Ejercicidh. Vamos a describir el proceso de ejecucién de un solitario
mediante un diagrama de flujo, El solitario va a consistir en el proceso
siguiente: se dispone de un mazo de 40 cartas ( una hamja espaiiola) ; se
situan sobre la mesa 4 filas de @ cartas cubiertas y se asocia a cada fila un
palé de la bamja ( por ejemplo, oros para la 12 fila, etc.) y a cada columna
el valor correspondiente al.érden habitual ( es decir, 2, 3, .., Sota, C, y R)
Sobran por tanto 4 cartas gue se colocan cubiertas aparte. Se toma una de estas;
isi es un as se coloca en el primer lugar de la fila correspondiente a su palo
( en caso contrario se coloca en el lugar cofrespondiente y se repite lo an-
terior con la carta desplazada |}; una vez colocada la Gltima desplazada ( cuando
esta sea un as ) se toma otra darta de entre las separadas anteriormente y se
procede igual mientras queden cartas separadas, El solitario finaliza con éxito

si al fina 1 quedan todas las cartas descubiertas., Un esquema podrfa ser:
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entre filas

TMICIO establecer una correspondencia

/ralos y columnas/v,

colocar una carta
cubierta sopre la
mesa

i |

B
-

colocar una carta
) en la cabecera de
la fila siguiente

no

sobre dicha fila
hay 9 cartas, cubier—-

si

hiy 4 filas

>

. 4

colocar' una carta
cubierta vecina a
la anterior

de 9 cartas

no

b

colocar aparte las
cartas soprantes

ol
-

A 4

tomar y leer una de
las c¢. sobrantes

]

buscar el lugar

correspondiente

A '+

| canbiar las cartas

leer la certa
desplazada

colocarla en la cahecera
de la fila correspond,

FIN 4 — ———
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Quedan c.
‘sohrantes?

Para ejecutar un aljoritmo necesitanos descrihirlo de forra s

secin quicn s2a el ejecutor. Fn cuil quier caso, cuando el aleoritmo ha sido
creado , dche ser tal aue el ejecutor pucda cumnlirlo exactamente auncue no
tenga el winimo concepto de la esencia del pronlera a resolver, Se exige
solamente ove el ejecutor ( »ien seca un horbre o hien vna rdouina ) sea capaz de
cumplir  "raquinalmente" las scnecillas operaciones elementales de las cusles
se compone el procegb v aue sin ohjeccién alruna se atenma a la descrinpcién
propuesta. La expresién "maguinalrente”  se emplea aquf pard recalcar la
precisién del algoritmo. En lugar de una-persona hipotética que cjecute el
algoritmo sin conocer la esencia del problema, se puede colocar una miguina
aue cumpla dicho proceso .

En primer lugar vearos qué tiro de operaciones meneralcs realiza nuestra
persona hipotética para resolver el probleme; en general la elaboracién manual

contiene las siguientes etapas:

1.- lectura de datos ¥ escritura de los, resultados

2.- El1 almacenamiento de Ja informacibn corrientemente en “ojas de papel.

Entre esta informacién aparecen los datos v las instrucciones a reajizar

( 1a descripcifén del algoritmo )} escritas l6picarente en un lenpuaie
interprggle por nuestra persona hipotética,

3.- El tratamiento de la informacién. En lfneas renerales cada operacién

consiste en lo siguiente: el ejecutor, en concordancia con la instruccién

a realizar, saca ciertos datos( por ejemplo ntmeros ) de unas determina-

das columnas de la hoja de papel, introduce estos en el mecanismo de
tratamiento { que llamaremos aritmémetro )} y el resultado lo coloca en

cierto lugar de la hofa de papel.

4.~ E1 control del proces¢. Es decir, tomar la decisidn para realizar una u
otra operacién de acuerdo con la instruccién y controlar el orden a

seguir.,
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ESQUEMA DE ELABORACION MANDAL

Légicamente nuestra persona hipotética utiliza un alfaheto muy especial
para representar los datos ( por ejemplo, utilizando el sistema de numeracién
decimal con los digitos &rabes: 0,1,2,,..,2 ) e instrucciones ( normalmente
son relaciones parecidas a ecuarienes matemiticas donde las variables representan
ciertos lugares de la hoja de :payel‘). Una serie de razonamientos de tipo fi-
sico justifica la presenciz = wn érdenador digital moderno de un alfabeto binario
a base de dos sfim bolos: 1 3y O para las distintas formas en las que se
puede materializar la infgrmacidn ( datos e instrucciones) dentro del ordenador:
como la existencia (1) o oo (C) 3e impulsos eléctricos, estados magnéticos posi-
tivos( 1) o negativos (C}, perforacién (1) o no perforacidn (0), etc. A cada posi-
cidn o cifra de esta naturaleza se le llama bit, As{ pues los elementos y el
funcionamiento de un ordenador s= fundamentan en el Algebra de Roole y las opera-

cicnes mas sencillas gque este rezliza son de tipo Paleano °

ORDEVES y Cowreol DEL

L0 B
CICLO : 5SY A
J7 FIN
JP CICLO
LO A
ST €
L0-B
ST A
10 C
ST ®
JU CICLO

FIN B SP

Miquinas con instrucciones de dos direcciones

Tn este c&so, un nerotécnico para cada instruccién misuina, dete dar
infermacidn sobre el cédino de operacidn, los identificadores de los
operandos y sobre el tipo de direccionamiento. Por €jemple : si detris del
nemot&cnico para el cOdipo de operacibén aparece el signo $ , el segundo
operando es el valor ( no la direccién } { o sea , el campo ¥ en el c&dipo
miquina es 5 ). Asf pues, el proprama para el célculo de la suma de los
contenidos de las direcciones de memoria 100, .,.,120 , podria escrihirse :

10§ A-1, O ( A representa la direccién 100, luepo A-1, la
LO$ BI,20 ( cargar 20 en el reg, RI) /o8)

AD  A-1,A,RT ( sumar a la dirg A-1, el contenido de A4RI)
JZ RIRCP+3 (si (RI)=0 incrementar en 3 el RCP)

SUs 1,1 ( restar 1 a PI-direccién 1-)

JU  RCP-3 (decrementar el RCP en 3)

SP ( parar)

Para transformar el programa fuente ( procrama en lenguaje simhSlico )
&f un prosrama ohjeto ( programa en lenguaje miouina ) el ordenador debe dis-
pener de un traductor o compilador o bien de un ;n_hS:gr_:«_et_e', El compilador
consiste en un programa general cue realiza las sipuientes etapas:

—anilisis lexicoldaico ( reconocimiento y separacién de las palabhras claves
éel lenguaje, identificadores elesidos a gusto del usuario, constantés, etc)

- anflisis sintdctico ( verificacién de la correccién de las instruccicnes

s en caso negativo dar los mensajes de error correspondientes)
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L MAwo.

-~ é;ograma (- méquina )} es el ajgeritmo. preparado pala .

K TTRIEIpoes

elaboracitn =« Lca utilizando un ordepador y consta de un conjunto de
instrucciones { las indicaciones del algoritmo ). Una instruccién ( méquina)

consta de un cbdiro de oneracién y una, dosoclres informaciones adicionales

que no?malnenpe'son las girecciones de los operandos! o sea, una indicacién
del lugar oue ocupan en memoria dichos operasndos; por tanto la memoria dehe
ser direccionable, es decir, ha de ser posible el acceso directo a una posicién
cvalquiera de la misma y csta debe estar forrada por una serie de confipura-

s o
ciones a hase de hiestables llamadas palabras, Togdas Jas palabtras estan-forma—

das por el mismo nGnero fijo de hiestables, llamado Jongitud de la ralahra

de memoria y este nfiiero cambia segln el tipo de ordenador. VUna confipuracidén
formada por é hiestables se llama un EXES o) por'tanto un byte puede almacenar
un ntmero comprendido entre 0 y 255 (‘28_1 ) puesto que !é representacién
binaria de 255 es 1111 1111 (= * Asf pues 1 bhytecalmacena 8 hits,

{. - por dimensién de la memoria se entiende el nimero de palabras de memoria
oue puede elmacenar v su ]ongitug: ési pues en un ordenador construido de forma

que las palapras de memoria esten formadas por bytes, una memoria de 8K bytes

10
sipnifica una distribucién formada por 8 . 1024 hytes ( 1 K es 1024=2" bytes)-)

Las instrucciones pueden ser de varios tipos:

a) de fratgmiento de la informaci6n con las oue se realizan clculos
aritméticos, comparaciones, transferencia entre direcciones de memoria, etc,

b) de pifurcacién, oue permiten modificar el orden natural ( secuencial )
de ejecucién seglin el resultado de operaciones a!“héticas o lépicés.

c).de entrada/salida, aue regulan los intercamhios de informacién
entre la memoria y los organos periféricos ( lectora de fichas, 1mpreséra,

video, memoria auxiliar, cintas, ete.)

Segln el tipo de informacién aue contiene una instruccién , esta
faéilituh mids 6 menos la programacién méquina ( es decir , si adenss del

cbdigo de operacién , la instruccién proporciona o bien una, dos o tres

(3) biestable es-el mas simple dispositivo de memoria capaz de registrar un

direcciones de operandos, este nOmero s€ri fundamental para simplificar

el proceso de tratamients e intercanbio de informacién ) , Fara aclarar

esto veames vgrios ejemplos:

Maguinas con instrucciones de una direccién , Fn este tipo de

mépuinas las instricciones constan de un cédi;o de operacién v una direccidn

de) primero o-sefundo operando; por ejemplo , consideremos las instrucciones:

cédigo operacidn direccién

suma (ADD) | di_dj______r__jjil

diferéncia(stR) |02 | i

cargar(LOAD) EI I 1:‘_)

almacenar(STORE )’ IO4: . N l

SALTO ( JUMP ) 05 .

Salto Cond(JP) |06 )'"I
Salto. Cond,(JZ) (07 i N l

parar ( Stop ) @:——— "T_‘

resultado
ACC:= (ACC) & (1)
RCP : = (RCP)1
ACC:= (ACC) ~ (N)
RCP :='(RCP)41
eCCs= (N)

+ CP:=(RCP)41

£ = {acc)

P 3= RCP 1

HCPi= N

si (ACC) O bacer RCP:=N
en otro.casp RCP:=(RCP)41

si. (ACC}<0 hacer RCP:=N
en otro casd RCP:=(RCP}41

Parar el proceso de ejecucidn.

( M&tas: ACC es un repistrs f una palabra de m?emi:ria» J -esbecidl acumulador

( no hay cue especificar su direé¢idn puesto gue 1a réquina la sobreentiende)

: RCP es el registro contador de prpgrami,”’ en e] se imtroduce la direccién

de 1a instruccibn a ejecutar); (ACC) iné;cg}ifhéntedidg de ACC, (RCP) indica

el contepido de RCP'y (W) indica el comteni2n 3 la direccisn N )

Veambs en este tipo de micuina com seria el algoritme para el cilculo dei

m.c.d. He~do§-némsroglhétﬁé&ies;;sppénzuméé 1ps. nGmeros en las direccionee

10y 101 7 el.programa n&ﬁﬁiha serd:
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(contenido de la memoria)

A direccidn contenido
MAquinas con instrucciones de dos direcciones, En este tipo de miquinas
cada instruccién consta de un c8digo ytres informaciones adicionales: 01 M_“zfi_
02
1 modelo de instruccién .
: H
c6digo direcciones operandos tipo de direccionamiento 20 03 101
P 21
l co ' D1 | D2 K ] 22
23
a 23 24 03 100
Vamos a explicar hrevemente en que consiste el tipo dg Zireccionamiento, 25 04 102
&
Hay. cuatro formas de encontrar la direccién del segunds operando: 26
. . . 27
- direccionamiento directo ( K = 0 )} ; en este caso la direccién del 28
segundo operando es DL, 29
30
-~ dieeccionamiento indirecto ( K = 1 ); en este caso.en D2 aparece 1la -
direccién de la zona de memoria donde se encuentra la direccién del segundo . 5
operando , .
LA 100 00021
- direccionamiento indevado (K =2 ) ; en este caso la direccién del 101 00028
X . n . 102 02000
segundo operando. se ¢alcula sumando a D2 el contenido de cierto registro "
. e . .
de control { llamado registro fndice: RI ) 3 N '

' - direccionamiento indirecto-inderado ( K = 3 ); en este caso la direc-

0 . La unidad de control en corresnondencia con la instruccién a ejecutar
cidn del segundo orerando se calcula sumando 2) contenide de la direceién e

] i idad aritmético-16gica los erandos rdena- jecuei
oue indica D2 el contenido del repistro fndice BT ., goticduceieniiaiin dadiag © o ' © adlSfejecucion

8 9 : de la operaci6n prescrita , ¥y pasa a ejecutar la siruiente instruccién ( la
Vearos varios ejemplos:

instruccién indicada por el RCP ) , Asf pues la ejecucién de una instruccién

a) supongamos el c6digo Ol para la suma , ¥ considerenos la instruccién: .
-consta de los pasos sifuientes:

o1 1000, 1001 O

-

CIOo
esta suma al contenido de la direccidn 1000, el conktenido de 1a

1lamar a la instruccién indicada

direccién 1001 y deja el resultado en la direccién 1000
por RCP

-b) sea la instruccidn:

Decodificar laeinstruccién

01 000 1001
1000 ! ( separar cfdigo y direccién)

esta suma al contenido de 1000 el contenido de la direccidn cue
contiene la direccién 1001 , y deja el resultado en la dirce, 1003, Asf. !
pues si (1000)= 32, (1001)= 1c04, (1004); 25 , despues de ejecutar 1o
‘inﬁtruccidp en 1000 hahri 32125 = 57
¢) sea 1a instruecién:

IOLL _1o0o 1091‘_2] siendo (RI)=3

esta sumz al contenido de 1z d. 1000, el contenido de ia direccida:
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100143;" por ejemplo, si’ (1000)=32, ' (1001)=20, (1004)=70,despues de ejecutar
la instruccidn en la d, 1000 tenemos: (1000)Y4(100143)-< 32 4 12 5 44

d) Sea la instruccidn:

[ 01,1000 1001 3 | siendo (RI)=3, (1001)-1008 , (1011)= 32 ¥

(1000) = 12, entonces, suma al contenido de 1000 e) contenido de.la direccién
{1001)+ (RI) = 1008 %+ 3 = 1011
y el contenido de 1000 despues de realizada la instruccién serd:12+32=44,
Veamos un e¢jewplo, Consideremos una mwéquina con ihstruccioncs de dos

direcciones con cédigos de operaciones andlogos a la anterior de una direccién,
{ para instrycciones de salto tomamos la direccién del sezundo operando); su-—

ponpamos cue querenos sumar los contenidos de las direcciones 100,101,,,,120;

vamos a ver un programa miquina que realice dicha sumat utilizamos la . direccifn

090 como acumulador v suponramos oue si el campo K { cuarto campo de l; ins-

truccién mSouina ) es 5, el tercer campo es el valor del 2? operando:

direcciones cpntenjdo(memoria)
1 R
2 sCP
- i 4
20 03 099 000 5
21 03 001 020 5
22 01 099 100 7
23 r 07 002 026 0
24 0?2 001 001 §
25 05 000 022
099 :
100
101
120

No vamos a entrar en detalle sobre los componentes IIsices del ordenador
- <
que realizan las operaciones descritsds por un programa r=Ecuina , asi ecome

($)e1 sistema de componentes ffsicos del ordenador lo Elsizre=’s “HARDVARE" del
ondenador (esta palabra inzlesa se traduce literalmente por guircallerfa(comercio

de quincalla) { del francés,clincaille:onomatopeya del riido del’ metal}) ; POR EL

CONTRARIO, 1llamaremos “SOFTWARE" a los métodos de.porgramaciéh y .explotacidn

‘del.ordenador ( esta palahra no tiene traduccién al cqstélldpé y de alpuna forme

significa lo contrario de la pal, hardware ( hard-duro, soft-blando)

las distintas teenelopias oo zadas pava-Ya cowsruecidn 80 0 eoorias ( ferritas

o circuitos integrados); resulta cvidente que la programacién en lenguaje

miquina no es viable por ser muy complicada y poco visual ; esta difficultad

provoc6é la aparicién de lenguajes simbSlicos cue estuvieran mas cerca del

usuvario ...

5.3, Otros lenguajes de programacidn

Los distintos lenguajes de programacién pueden estar orientados hacia
ordenadores concretos o bien ser independientes del ordehador. Los' lenguajes
que dependen del ordenador, a su vez pueden ser:

- lenguajeé migquina

- lenguaje ensamhlador

Un lenguaje ensamblador es una versiém newotécnica { simbSlica) del len-
gua je mSouina ; y .por tanto mas f&cil de utilizar . Este consiste en escribir
cada instruccién mfouina utilizando distintos sfmholos para cada campo., Normal
mente dos sfmbolos para el c&digo de operacién ( 1O ( para cargar), ST (alma-
cenar,etc,.) y cadenas de letras ( identificadores) para las distintas direcciones

de memoria, Veamos varios ejemplos: ' 0

es
Miquina con instruccién de una direccién
. En este caso, si consideramos la tabla de cédigos antes vista, podemos

escribir:
- operacifn c6digo miquina nemotécnico ensambladar
!
suma O1 AD

dig.” 02 sy
carg, 03 10
alma, 04 ST
salte 05 JU
salto ¢on, 06 JP
L i a7 JzZ
stop 00 SP

El programa miquina para el cslcu;o del m,e,d, podrfa escribirse:
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inversién

sura ¥6gica

11 % ¥ o L
0 0 0 0 0 o o 1
0 1 1 0 1 o 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

En concordancia con el ésquema del funcionamiento del rroceso de
elaboracidén manual, en un ordenador nmoderno se distinguen las sipuientes
partes,-previstas ya por Ch, Babbage : -

1.- una unidad de entrada y otrasde salida.

2.- la unidad de rmemoria ( aue cumple la funcién de la hoja de

parel)}, Fn esta se puardan en el lenguaje de la micuina ‘los datos v el proprama

{ conjunto de instrucciones-en lenpuaie midruina - oue comvonen el 2lgoritmo).

3.- 'nidad aritrnético-l6rica , nue juera el papel del aritmfetro,

aunque su funcionamiento es diferente,

4,~ la unidad de control, Crea las condiciones para Ja ejecucuidn

de las instruccicnes y controla el orden a seguir,

LTS
ORIENAIR -
anmen pE MEIHQRIA wwrvap 2
EnTEAR ‘ a4

UNIDAY AQITHETICO~
Lo6ich

~ INTZERCABBIE W< MALIDN
o=
O o o oo e
oLrewss y LowTROL

L K W ..-%’;

- andligis semintico { interpreta las instrucciones correctas para 1a

elaboraci6n del propraha miguina)

La diferencia fundamental entre un intérrrete y un compilador , estd en

que el intérprete no penera un programa micuina, sino cada instruccién es
interoretada generando un ¢6difo en nicuina con el’nﬁncro de instrucciénés
necesarias para ejecvtar la instruccibén simb6lica ; una vez ejecutada se pasa
a la sipuiente instrucecién y se race lo mismo, De alguna forma el intérprete

compila cada instruccién por separado.

Desde le punto de vista del programador interesan un tipo de lenguajes

simh8licos que sean indevendientes del ordenador, Hoy en dfa existen varios;

¢ itemos los mis conocidos:

de tipo técnico- cientifico :

FORTRAN ( FORmula TRANslator)
ALGOL ( ALGorithm Oriented Language)
BASIC ( geginnerﬁ‘ﬂll—purpose Symbolic Instruction Code)
APL ( A Program Language)

de tipo comercial: N, .\
COROL ( COmmon Rusiness Oriented Language ) :
RPG ( Report Program Generator )
PL/1 ( recoge a!pectos del FORTRAN, COBOL y ALGOL )
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‘objetivo: estudiar como podemos trabajar el cdlculo mental

Las miquinas de calcular y el aprendizaje del célculo mental | - Dataman ,por si misma,da series de 10 operaciones
programadss con dos grados de dificultad.

Este trabajo que presento es la explicacién de una expe- "PI-1025" es una méquina tipica de cuatro operaciones

riencia que ha sido llevada a cabo durante dos afios con- Hemos de destacar dos caracter{sticas:

secutivos con alumnos de 32 y 42 de EGB ,con el siguiente - Dispone de constante ,Esto hace posible

operaciones con el segundo término,un nfmero fijo.

i i .
con alumnos de esta edad utilizando méquinas de calcular. - Tiene memoria acumulativa.Esto quiere decir. que po-

El némero de clases que han realizado la experiencia ha demos introducir ndmeros ,sumando o restando, y

sido de 7 clases con un total de 200 alumnos teniendo como resuelve las operaciones guardando el resultado,

elemento de comparacién el seguimiento de 9 clases parale- que podemos llamar en cualquier momento.

las que no han realizado la experiencia. *PI-59" es una méquina programable con tarjetas magnéticas

Para llevar a término esta experiencia hemos utilizado a la cual se le puede incorporar una impresora.

tres tipos de méquinas :- Antes de llevar a termino nuestra experiéncia hemos tenido

= "Dataman" ~ Texas Instruments

- "PI.1025" - Texas Instruments

que realizar diversoé trabajos previos:

l.- Anédlisis del proceso de aprendizaje del cdlculo
- "TI-59 con impresora™- Texas Instruments. mental;

Las caracteristicas bédsicas de estas tres médquinas son las 2.- Tipos de ejercicios ,que adaptados a las posibili~

siguientes: dades de cada miquina , podemos realizar siguiendo

"Dataman™ el proceso establecido j

- No da resultados.Podemos decir que es una pseudo- para posteriormente llevar a cabo la experiéncia y estudiar

calculadora.Plantea operéciones programadas por la 108 resultados.

méquina o introducidas por uno mismo. Se ha de

escribir la respuesta y la méquina actua como un 1.- Analisis del proceso de aprendizaje del cédlculo mental

comprobador de respuesta.Permite dos intentos A)Consideraciones generales
antes de dar la respuesta correcta. - - En una clase donde estamos trabajando el célculo
- Se puedén introducir dentro de la memoria de "Data- ' mental, si las operaciones a efectuar estan escritas

man® hasta 10 operaciones .Posteriormente podrén en la pizarra los resultados positivos son en un

ser contestadas en el mismo orden que habfan sido 90% mientras que si estas se dictan nada mds oralmente

introducidas. este porcentaje se reduce al 50%.

- Tiene elementos de control. Al trabajar una serie de Esta observacrdn plantea el siguiente método de traba-
operaciones ,nos da el ndmero de operaciones con- Jo
testadas correctamente y el tiempo utilizado. 1. realizacibn de las opefaciones correspondien-

tes a un mismo grado de dificultad , escri-

biendo los nidmeros a operar
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2. realizacién de las operaciones utilizando
nada mds el lenguaje oral.

Es evidente que donde podemos utilizar las méquinas

de calcular es en el desarrollo del 12 punto.
-Es importante fijar los mecanismos que podemoa utilizar
para resolver las operaciones. Hemos emcogido aquel
que memorice el mfnimo nimero de cifras posible; esto
queda concretado en que el alumno nada més ha dq&e—
tener en la memoria ,sin tener que utilizarla en

gquel momento , como mdximo una cifra:

34445 5 34 4+ 40 , 74 ; T4 + 5, 79
BJ)C4lculo mental de la adicién
Hemos considerado los siguientes grados de dificultad
grado 1 ,:sumar mimeros de una cifra
grado 2 .:sumar decenas
grado 3 .:sumar nimeros de una cifra con nimeros
de dos cifras:
- "gin llevar®
35+44;54+44, 93 39
- "llevando®
35473 54+7, 12 ; 30412 ,42
grado 4 .:sumar nimeros de dos cifras
- decenas y otros ndmeros
- "sin llévar®
43 4+ 25 3 43 4 20 , 63; 63+ 3 , 68
- "llevando”
57 4+ 36 ;57430 , 87; 87+ 6 , 93

grado 5 .:estudio de casos especiales.

En la resta y en la multiplicacién hemos seguido un proceso

seme jante.
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2.~ Tipos de ejercicios adaptados a las posibilidades

de cada médguina

4 Dataman _

-Banco de memoria.

Se introducfan en el,cinco operaciones del tipo

de dificultad que se estaba trabando en ese momento.
Después ' se. contestaban , apuntando cada alumno

los resultados obtenidos.
="la caja misteriosa®

La méquina'da series de 10 operaciones con unas

condiciones preestabkecidas

4+ TI-L025
~Constante

a)series numéricas de sumar y.restqru
+§
T . 3

80066 ...
=3

C:'M* @OURERE..

b)adivinar nimeros gque cumplep vgriasrgqndiciones3"

e - '

>—— >

e > [
F g Ca Can

. REBR..
;Qué nimeros pueden

- vy ser en)?
-Memoria acumulativg;' o CRRETR

‘Esta caracterfstica ae“ha'util;zédd7parg‘reéliiar
sumas de geries de nimeros de uha=qifra~,'megtalmqq7
te, teniendo 1lg méquing como oompfobanfe de 1a reSe

‘

uesta o ,
e e e o eew]
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+ 11-59
Se han elaborado programas sobre:
- series de sumas , restas y multiplicaciones
con condiciones determinadas
- los mimeros y su descomposicién
- series de mimeros naturales.
Exponemos a continuacién el objetiwo, las condiciones
Y el organigrama de uno de ellos:
a)Objetivo:calcular mentalmente las sumas de series
de mimeros |
b)Condicipnes que ha de cumplir este programa:
~posibilidad de variacién del mimero de sumandos
de cada serie
~posibilidad de variacibn del ndmero de series
a realizar seguidas
-existencia de grados de dificultad
—-existencia de mecanismos de control:
- fijos '
-~ opcionales : con impresora
- imposibilidad de que aparezca el 0 en las series

¢)Organigrama :

n) P ero de series rea-

1
]
[ i
Introduccién del nimero de ele- | Lbl A CMs STO 03
mentos de cada serie , STO 04 INV Sbr
[ Introduccién de un nfimero entre | Lbl B STO 09
0 y 1990717 para crear nimeros Inv Sbr
aleatorios |
iy [ T
Introduccién del grado de difi- | Lbl ¢ STO 01
cultad de las sumas: 10 Prd 0L
1 - nimeros de una cifra | Inv SBr
" 2 = nimeros de una y de dos
¥ 7
Introduccién del nimero de se- ] Lbl A7 STO 15
ries que se quieren realizar STO 02 Inv Sbr
v |
Creacién de nimeros aleatorios "Ibl D x=t((pem 15
—l que formaran parte de la serie Sbr Dms x RCLO1l) IN%
y aparicién en la pantalla ( ¥ ‘ x=t D Pausa Sum 05)
a la impresora) Dsz 4 D Inv Sbr

;nimero de €lementos
la serie es igual

Introducecién en la méquina de
la respuesta de las sumas efec=
tuadas '

Lbl E STO 10 Rel 05
| x=%t Rel 10 )

;es correcta ?

| x=%t 072

En caso afirmativo aparicién
en la pantalla de un 1l

| 1 pausa Sum 06
ST0 04 STO 05

o
En caso negativo ,apariciotn en

tado correcto

la pantalla de un -1 y del resul-| Gto 076

|
- 1 &/~ Pausa

lizadas es igual-a A7

! Dsz 2 D

Mecanismos de control :
- n? series realizadas
- n? series correctas

" Rel 15 pausa
| Re1 06
| Inv sbr

[

Fin del programa
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El objetivo principal de esta experiencia ha sido ob =
servar cual es la incidencia que pueden tener las méqui-
nas de calcular en el aprendizaje»del\céiculo\mental.-
Partiendo de esta experiencia y mediante datos tabulados

hemos intentado responder a las siguientes preguntas:

~ l.= El alumno de 32 y 42 de EGB ,5ﬁecesita mucho tiempo

i

para adaptarse & estas mdguinas y poderlas utilizar?
R.- El alumnm de este edad no ha tenido grandes pro-
blemas en la adaptacién a la médquina Dataman
y menos en la TI-1025.

2.- Con la metodologf{a de trabajo del cédlculo mental des-
crita ,y utilizando estas méquinas , jel alumno obtiene
progesos evidentes?.

R.~ Hay un avance evidente. Hay una tendencia clara
a disminuir las diferencias entre los niveles
adquiridos por los alumnos.lLa rapidez en la eje-
cucidén de las operaciones también es clara.

3.=¢Hay diferencias entre los alumnos que han trabajado

~ con calculadoras ¥y los que siguiendo un proeeso de
aprendizaje del calculo mental paralelo ,no han utili-
zado médquinas?

R.- Los niveles de chlculo mental adquiridos en todas
las clases ha sido précticamente equivalente. '
La media de tiempo utilizaﬁo para hacer io operacia-
nes es még pequefia en los alumnos que han trabajado
con miquinas que en los otros.

Los alumnos que han trabajado con méquinas tienen
los datos mucho més agrupados en torno a la media
que los otros

4.~ Estas médquinas concretas ;responden didécticamente
a los objetivos que queriamos conseguir?sQué carac-
teristicas deberfan tener incorporadas para ser Sptimas?

R.~ Hemos de afirmar que estas mdquinas ,globalmente,

son un elemento diddctico y sirven para trabajar

el célculo mental.Ahora bien, hemos de constatar

que ,analizadas nada més en el aspecto del célculo

mental ,aunque tienen una gran gama de posibilidades.
tambiéh tienen deficiencies.

Una méquine,que cumpla las minimas exigencias, ha

de tener:

- una pantalla suficiente para escribir niimeros
hasta el millén.

- un conjunto de posibilidades , como ofrece
ia méquina Dataman ,con algunas pequefias va-
riaciones en.los mecanismos de control; por
ejemplo que los datos de control queden fijos
en la pantalla el tiempo que se quiera.

- el conjunto de posibilidades qﬁe ofrece lé
T7I-1025 haciendo especial incapie en la
constéante y en la d@ﬂ:;ﬁ% acumulativa

- algunas nuevas posibilidades dirigidas a
trabajar series de sumas o restas y

descomposiciones de los nmeros.

Otras-coﬁclusiones~que pueden expresar aspectos positivos

e interesantes de la experiencia son:

Los alumnos de esta edad pueden trabajar con méquinas_
de este tipo, sin problemas ,siempre que‘se trabaje

con unog objetivos concretos .

El intereds por el trabajo realizado con las miquinas

no ha decaido en el transcurso de toda ia experiéneia
El conjunto de posibilidades hace que se pueda realizar
una programacién muy atractiva

Hay alumnos,que esta experiencia,les ha potenciado

el gusto por realizar cdlculo mental

Los alumnos con dificultades especiales de apeendizaje

‘no han realizado un trabajo provechoso.Este hecho no

nos puede hacer pensar que estos alumnos no puedan. 179
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utilizar las mdquinas , ya que el proceso de aprendizaje
realizado ha sido muy répido y estos alumnos necesitan

un ritmo més lento.

LA INFORNATICA COMO E.A,T.P, EN EL BACHILLERATO

por

Manuel Gonzilez Davila
Catedrdtico de Mateméticas del
I.B. Mixto 3 de Jerez de la Frontera

José Maria Menendez Lobato
Agregado de Matem4ticas del
I.B. Mixto 3 de Jerez de la Frontera

Juan Miguel Molina Bravo
Agregado de Mateméticas del
I.B. Mixto 3 de Jerez de la Frontera
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LA INFORMATICA COMD EATP EN EL BACHILLERATO

1, INTRODUCCION.

La experiencia concreta que estamos llevando a cabo consig

te en impartir Informdtica como asignatura EATP en 22 y 32 de
Bachillerato.

En el curso actual 1981/82 nos hemos limitado al curso 2¢
donde estamos desarrollando el lenguaje BASIC. Como Seminario
de Programacidn y durante una hora semanal voluntaris estamos
traba janda tgmbién con alumnos pe CUU; cdnfiamos en ampliar

esta experiencia a 32 BUP en los prdximos cursos.

Desde nuestro punto de vista existen tres Justificaciones:
fundanentales para la ensefanza de la Informdtica y en parti-
cular para el aprendizaje de un-lenguaje sencille y (til,

como es gl BASIC.

En primer lugar la indudable 1mportancia’préctica de 1la
Informdtica. No vemos a discutir aqui esta cuestidn.

En segundo lugar sus aspectos formativos. Nosotros pensa-
mos que es en aste punto donde pueden encontrarse argumentos
mas €uertas, En efecto, ensefar un lénguaje informatico no
Bs wha merz enumeracidn des "recetes" gque al alumno le sirven
para progrsmar un problems que, por otra parts, debe sabar
resalver con antelacidn. Supona ante todo hacer una revisibn
muy exacta de los métodos utllizados y & la luz de ssts anb-
iisis locslizar y discutir Fallos qug hasta ahora habfan pa~
sado desapercibidos. Es abombroso obssrvar, por e jamplo, co-
o los alumnos aceptan la necesidad del uso de pardntesis,
que 3 muchos de allos les habfa parecido hasta ests momento

una manfa del profesor de matemdticas.
Ademés, el alumno debe adoptar dichos métodos a la nueva

iégicé con hue debe operar. Por ejemplog,gn BASIC se\maneja
frecuentemente una igualdad del tipo I=I¢l. Esta igualdad

es contradictoria si se estin mane jando ndmeros reales, pero
gs aceptable en BASIC, y su significado cuands viene asoclia-
da a una proposicién LET es eslemental: "Tdmese como nuevo va

lor de la variable I, el antsrior incrementado en una unidad".

De este modo el alumno se ve obligado a revisar sus conoci-
mientos anteriores y ademds a traducirlos, con mucho cuida~

do, a la nusva situacidn, lo que le obliga a una atencidn y

precisidn extraordinartas.

En d1ltimo lugar su posible utilizacidn come instrumento
diddctice en las clases de matemdticas o en las de cualquier
otra asignatura. En este aspecto las posibilidades de un mi-

croordenador son lnmensas.
2. CONSIDERACIONES SOBRE EL PROGRAMA A IMPARTIR,

Hemos utilizado como texto bdsico el libro de Byron S.
Gottfried titulado " Programacidn Basic™ de la Editorial Mc.
Graw Hill. Este texto estd dividido en dos partes: Ba-ic elg
mantal y Basic avanzado. La idea inicial ers dasarrollar el
Basic elemental sn 29 y dejar sl avanzado para 39, Hoy psn-

‘samos que tedo el lenguaje se puede desarrollar en un curso,

€1 praograma concreto que estamos experimentando Fiqurs mas

adelante. Tambidn creemos que en- algdn momento es impertants
impartir algunos conocimientos generales de Informitica pues
hay ciertas cusstionss (funcionses de accesé a Ea memoria in-
terna del computador, por ejemplo) que no se puedan comprens

der perfectamente sin ellos. En lo que respecta al problema

de si @s conveniente o no empezar directamente con 8l uso de

un microordenador concretu, creemos que es mds conveniente
impartir en el ler. trimestre un curso tedrico de BASIC sin
necesidad de utilizar en este momento la computasdora. £1lln
es debido a que cada fnicro posee un Basic particular que se
puedqélejar més o menps del genaral. Con aste cursc dnicial
se sitda al alumno en condiciones de acceder =zl lenguajs de
cada miquina, y de otra forma puede pruducirse una confusidn
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entre las caracterf{sticas especiles de una migquina y el len-
gua je Basic. ' '

En los trimestres siguientes se puede. comenzar a operar di
rectamente con el micro, desarrollando primerc sus difsrencias
con el lenguaje general y sus aspectos técnicos particulares que
no sen precisamente lenguaje Basic, psro que son fundamenta-
les a la hora de la préctica. Este proceso sirve ademis de

repaso a todo le anterior.
3. CRIENTACIONES DIDACTICAS,

Como orientacidn fundamsntal creemos que estas clases de-
ben ser totalmente prdcticas, es decir, &8s mejor comenzar di
racta e inicialemtne con la cowﬁnciéh de programas sencilles,
introduciendo en cada unoc de ellos los conceptos de Basic que
sgan necesarios,

Mas concretémente, para intreducir unas proposiciones cua-
les quiera, por ejemplo INPUT, LET o PRINT, en lugar de des-
cribir que es lo que hace cada una de ellas es mefjor confeccig
nar un programa en gue se utilicen directamente y que 8l alum-
no conszca mas o menos, por e jemplo la ecuacidn de segundo gra
do. Este método mimto teorico-prdctico es el que ha dado los

me jores resuvltados.

€n los alumnos ha habido en general una aceptacidn positi-
va de ssta experiencia. Un objeti¥o fundamental se ha consae-
quido al hacer comprender s los alumnos que lo mds importan-
te a la hora de confeecionar un programa es discutirlea y que
pasarlo despuds por la comthadora es un paso posterior cuvya
impertancia fundamental radica en que nos dice definitivameg

te si el programa sirve o no.

Es importante notar gue cualguier micreordenador funcio-
na también como calewladora y gue, por tanto, todas las in-
vestigaciones desarrolladas para aplicar estos instrumentos
a la enseRfanza son Gtiles aquf; pero ademds con todas las ven
ta jas afladidas: Visualizacién de resultados en una pantalla,

grabacidn ® impresidn de p:ugramas'y datos, etc.

Une ventaja indudable del proceso de confeccidn de un prg
grama es que obliga al alumno a revisar gran cantidad de cong
cimientos adquiridos anteriormente y que podfa haber clvidado.
Podemoe utilizar as{ la Informatice como repaso de cursos pa-
sadaos da Matemdticas. Muchos de los problemas que hemos plan-

teado a nuestros alumnos se han basado en este hecho.

En uno de los grupos de 29, aprovechando una de las venta-
jas legales de las asignaturas EATP, se imparten las dos ho-
ras semanales seguidas y en otro en dfas alternos., No hemaos

observado grandes diferencias por este motivo aunque cierta-

ments hay muchos programas cuya compresidn y desarrocllo exi-

ge un tiempo superior a una hora.

En cuanto al Seminario desarrollado en COU, el resultado
es buena aunque, el hecho de disponer solo de una hara a la:
semana produce algunas dificultades de tismpo. Dos horas se-

manales as un tiempo adecuado y suficiente.
SIS ALGUNAS'DIEICULTADES DE LA EXPERIENCIA.

€s preciso hacer notar que al comienzo de la experisacia
ninguno de los profesores implicados ternfa conocimientos de
Basic, aungue s{ de otros lenguajes. No existe ninguna grave
dificultad en este aspecto y'ég puede comenzar a impartir Ba-
sic con unas horas de estudios previos. Realmente una ds las
sgrpresas gue se,Ileva uno es lo axtraor?inariamentq sencillo

que es-este lenguajae.

Por neceésidades de acomadacién de grupds de alumpos, los
dos cursos de Basic de 29 se codponen de 40 alumnos. Esta ha
sido junto con el hecho de dispoher solo de un microordena-
dor,ila mayor dificuLtad.”Hemos intentado resolver este pro-
blama entregandc a cada élUmno una fotocopia del teclado.

De esta forma cada:alumnp pueds sequir personalmente la escri
tura de 6ada prbgramé determinado que un compafero va féali-

zando en el teclado real. Naturlamerte seria dessable dispo-
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ner de mas méquinas y que cada alumno tuvisra mas tiempo pa-
ra practicar,

4, CUESTIONES PENDIENTES PARA PROXIMOS CURSOS.

{
Programa para el curso 32¢: En este momento tenemos tres

opciones posibles.

a) Continuar practicande el lenguaje BASIC.

b) Aplicarlo a algunas técnicas de utilidad general para la

mayor{a de los alumnos (Estadistica, por sjempla).

c) Ampliar los conocimientos de Informdtica en general o de-

sarrollar un nuevo lenguaje (PASCAL, FORTRAN , etc)

“€ada una de estas opciones tigne sus ventajas e incon-
venientes. En nuestra opinidn habria que continuar en la di-
reccidn ¢} ya 'que los alumnos adguieren en 2¢ un conocimien-
to gque juzgamos acptable de BASIC y g.e las técnicas que ha-
moa pensado para la direccidn b) no precisan del ordenador
mas que como una harramienta auxiliar aunque potente., Los -
problemas gue se plantean en c) son fundamentalments gue pro
grama desarrollar y su conexidn con el lenguaje BASIC, apar-
te por supuesto ds la compra de‘los microordenadoreg;adecua-

dos.

En este chrso hemos trabajado solo a nivel tedrico en la
direccidn de aplicar el BASIC a las clases de Matemdticas.
Esparamos realizar algunas de las eiberiencias disefadas en
lo que queda de curso (Limites de Sucesionss, funciones) .y
en el préximo curso (Estadistica, andlisis, etc.).

Naturalments la amplitud de este tipo de actividades de-
pende del conocimiento y de la extensidn de la Informatica

a todos los alumnos.

En el momento actual del curso no hemos trabajado todavfa

.con la imyresora y la grabadora. Esperamos mane jar ambas en

el tercer trimestre.

Una de las ventajas ds gue la Infomdtica figure como EATP
és su posible adscripcidn a otros Seminarios (Ff{sica y Quimi
ca, por ejamplo). Aparte de las ventajas que ests‘hecho;aca-
rrea en cuento a distribucidn de asignaturas y confecciofl de
horarios, sa plantea as{ una posible dirsccidn de traba jo,
en cuentc a la coordinacidn entre Seminarios, que no hemos

exparimentado todavia.

También es preciso insistir aquf en que al impartir esta
asignatura puede svitarse gue el profesorado de Matemdticas
se vea obligado a impartir asignaturas distintas de la suya,
come por ejemplo otra EATP distinta. Desde sl punto de vista

personal esta no es una ventaja trivial.
5. UTILIZACION CONCRETA DE UN MICRUORDENA DOR.

La mdquina que estamos utilizando es SINCLAIR ZX-81. Com-
parando sus inconvenientes con sus venta jas (especialmente
sy precio) ne hemos encontrado alguna otra mejor, y global-
ménte estamos satisfechos de sus caracter{sticas.

Es preciso ﬁotar que desde sl punto de vista diddctico prg
senta mas ventajas una mdquina sencilla y de fdcil accesibi-
lidad para los alumnos que otra mas completa. En estas senti-
do ZX=-81 tiene un montdn de ventajas: Por ejemplo, su gran -
facilidag de transporte y 8l hecho de poder adaptarss a cada
telasvisor permite que cada profesor puede disponer de ella

para trabajar y estudiar en su propia casa.

Como argumento importante para conseguir la caompra por ca-
da Centro de algdn microordenador, pod#gis citar la posibili-

dad de mecanizar la matricula de los alumnds. Hemos confeccio-

nado un programa que can el mddulc de ampliacidn de memoria ~
nos resuelve la clasificacidn de alumnos y la confeccidn de
listas., Esperamos axverimentar este programa en el prdximo -

periodo. de matricula.
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Si el alumno ha de enfrentarse con una'asignatura en la
que se le sxplique el fuwicionemiento y utilizacidn de los
microordenadores, creemos que un programde dicha materia
podr{a basarse en los siguientas objetives y contenidos: .

1.~ Habr{a gue distinguir entre mdquinas analdgicas y =
digitales. Las primeras basadas en el principio de que los
numaeros astéh raepresentados por ciertas magnitudes f{sicas
(intensidad de corriente sléctrica, nimero de grados de ar
co que ha girado un disco etc.). Las segundas‘dﬂe represen
tan los nJmards como agregados de dfgitos, operando direc=-
tamente sobre ndmerocs.

Por su constitucidn, las primeras pueden tener fluctug
ciones incontrolables del mecanismo que reporten errores =~
dificilmente subsanables. Las segundas, en cambio, propor-
cionan mayor precisidn y velocidad de cdlcule. Seguidamente
cabria plantearse el origen y ante gqué necesidades se han
producidoe los ordenadores. "

2.- Creemos esencial la comprensidn de los sistenas de
numeracidn usados con y por los computadores, pussto gque la
mayorf{a de los dispositivos Fisicos/émpleados en ellos se
caragterizan por la existencis de dos posicibnes estables -
{abisrto o cerrado, corriente pesitiva o negativa, etc.).

'Se  estudiarfan los siguientes sistemas:

- Sistema decimal. Usado por el operador que manipule los
nimeros para ser mene jados por el computador.
-~ Sistema binario. En é1 se basan las operaciones bdsicas

de muchos computadores.

- Sistemas de codificacidn. Permiten simplificar lz identi-

ficacidn y escritura de numero en sistema binario.

= Sistema octal y hexadecimal. Expresan 8l valor nu-
mérice de un ndmaero binario sn base 8 § 16 respec-

tivamente.

= Decimal codificado en binario. Se escribe primero
en decimal y después cada una de sus cifras (uni-
dades, decenas, centenas...) se representan en el
sistema binario.

= Cédiga ASCII, Utilizado para representar numsros,
letras del alfabetoc y una amplia gama de si{mbolos
corrientes tales como los signos + y -, comas, cor
chetes etc.

La eleccidn del sistema de codificacidn vendria regida
en Jltimo extremo por razones de comodidad y rendimisnto.

3.- La indiscutible fundamentacidn de los computadores
en el dlgsbra ldgica (los impitlsos y no impulsos representan
ndimeros binarios, con impulsos que representan unos y no im
pulsos, que representan, ceros o al revés), nos plantearia
la introduccidn al Algebra de Boolé, circuitos de contactos
y funciones de conmutacién, gue mestrarfe el poder de andli
sis y sintesis del Algebra lLdgica. a

4.—ASérIa conveniente dar unas nociones elementales de
HARDWARE (circuitos y redes de gue dispone un ordenador) y
SOFTWARE (programas escritos para un ordenador).

En HARDWARE, se darfa el ssguema gsneral de un.orda
nadors unidad de entrada- salida, unidad de memoria, unidaz
central de proceso (Unidad aritmético-~1dgica y unidad de can
trol). Al estudiar la estructura interna de la memoria y su;
distintas tipos, ihterna y axterna, se darfa un vocabulario
'm{nimo y significado dsl tema como bit, byte, K-bytes, po-
sicidn, direccidn, registro, etc.

Llegados a sste punto, nos enfrentamns con el prohle
ma de en-qué forma han de ihtroduciraela las instfuntiones h
al ordanador para gus puseda cumplir con su cometido en la

resclucidn de un problema concreto (SOFTWARE). Se desarrolla
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rfan los conceptos de algoritmo, diagrama de flujo (partes
gsenciales en el disefio de un.programa) y lenguajes de pro-
gramacidn, Convendrfia que el alumno adquiriera una visidn
genaral de los distintos lengua jes (Basic,»Fortran, Pascal
etc.) para la programacidn y, sus distintas aplicaciones -
asi, como que llegue a difsrenciar entre el lenguajs mdqui-
na (lenguaja que entiende el harduware del ordenador), len-
guaje de alto nivel ( de programacién, mas fAcil de utilis
zar que el Yenguaje mdquina) y, compilador (traduce un pro-
grama escrito en alto nivel a lenguaje mdquina).

5.=- Por (Gltimo, pasarfamos a tratar los microordengdores,
objetivo fundamental de nuestro estudioa,

Previamente estudiariamos la estructura de un micropro-
cesador dispositivo que ha permitido el dissfio de los micro
y miniordenadores particularizandoc el estudio hecho sobre la
arquitectura de los ordenadores. '

De esta forma, el alumno podria distinguir los distintos
tipos de mamoria, ROM, RAM PROM, EPROM, etc., y conocer los
distintos perifdricos (unidades de sntrada-salida) de que -
disponen los microordenadores., En este punto, el alumno de-
tbe estar en condi iones de utilizer los microordenadores, -
teniendo una visidn ds conjunto sobre funcionamiente y uti-

lizacidn de los mismos en cualquiera de sus asignaturas,

1.~ INTRODUCCION A LOS ORDENADORES.

1.~ Evolucidn histdrica de los computadorss.

-~ Distincidn entre mdquinas analdgicas y digitales,
-~ Origenes y metamorfosis de las mdquinas de calcular.

2.- Sistemas de numsracidn. Codificacidn.

- Decimal y binarioc. Aritmétices respectivas.

- 0Octal, Hexadecimal y decimal codificado en binario.

- Sistema de codificacidn ASCII.
3.~ Introduccidn a la ldgica del ordenador.

- Algebra de Boole.

‘= Proposiciones y circuitos de contacto.

4.- Arquitectura bdsica de un ordenador.

- Esquema general de un ordenador,

- Unidades de entrada-salida. Tipos.

~ Unidades de memoria, Tipos.

- Unidades aritmético-~ldgicas y de control.

5.~ Programacidn.

- Salucidn de un protlema en el computador., Algorite

. mos y diagramas de flujo,.

« La mdquina y su lenguaje.

- Lengua jes de programacfﬁn. Jerarqufa de los lengia-

jes en un ordenador.

11.~- MICROORDENADORES

l.- El microprocesador. Microordenadorss,

- Estructura del microprocesador.

~ Estructura de mini y microordenadores.

| = La memoria.rDistintas clases de memoria: AGM, RAM, etc.

= Dispositivos de aentrada-salida. Periféricos.

~ Funcionamie
2.~ Utilizacidn d

)

to del microordenador.
los microordenadores.
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PROGRAMA DE LENGUAJE BASIC PARA ORDENADDRES COMO E,A.T.P.

EN SEGUNDD DE B,U.P.

INTRODUCCION:

£1 programa que hemos elaporado consta de:
~ Una introduccidn referente a los ordenadorses y a su fun-
cionamiento desde el punto de vista del programador.,
- Una priméra parte relativa a las caracterisiticas gene:é
les del lsnguaje BASIC que sirve para iniciar al alumno en
la programacidn de ordenadores a la vsz que le proporciona
una informacidn general sobre este leénguaje, vdlides para -
cualquier mdquina programable en BASIC. Los temas de esta
parte se desarrollan en el primer cuatrimestre del curso,
a nivel meranente tedrico. Bisicamente se puede seguir el
libro de Byron S. Gottfried: "PRQéRAMACION.BASiC", de la -
serie Schaum; salvo en el punto relativo a operadqfes 16gi
cos que, igmentablemente, no se trata en este libro aun -
cuandd su uso estd permitido en muchas maquinas.
- Una seguntda parte, con uso de miquina centrada precisa-
mente sn el mane jo de dicha mdguina, donde se pasa revista

a las peculiaridades que presenta la versidn del lenguaje

BASIC de ZX51 respecto a lo gus se ha visto en general. Pa

ra ssto basta con seguir el manual de la mdquina.
Cresmos que la citada versidn, teniendo en cuents que
se trata de un microordanadgr de capacidad bastante limi-

B !
tada, (1K ampliahle a 16K), llega a ser en algunas instry

ccionas, wmds versatil gise al lenguajs original. Sirva como -

e jemplo ‘lo siguientes
Cada palabra clave se corresponde con .una tecla; por
1o gue no hay que delstrearla:
tYna instruccion puede ocupar varias lineas.
Fr algunos casos las funciones no precisan de pardntg

sis par laqs argumentos.

La instruccidn 60 TO admite yna variable e incluseo -
una fdérmula como direccien de la transferencia de con

trol; por lo que la mdquina no lleva ON-GO TO.

If-THEN no es inicaments una bifurcacidn; sino que tras

la clave THEN pusde ir cualquier instruccidn, GO 71O,
LET, PRINT,...; con lo gue servird comoc bifurcacidn,
para definir una wvariabls, imprimif,... 0 cualquier -=~
otra cosa, todo supeditadc a la verificacidn de una -
condicidn - an realidad, a que el valor légicn Q M-
mérico de la expresidén situada entre lss claves IF y
THEN sea distinte de cero.
Carece de READ y DATA; pero este inconveniente ss pue
de salvar con un bucle y el almacenamianto da.cinta.—
De todas formas se nota la falta de instrucciones rela-
tivas a la definicion de funciones y al cdlculo matricial
y aunquarpodrfan suplirse con subrutinas esto alarga dema-

siado los programas.

PROGRAMA

INTRODUCCIGN
1, El ordenador.-
i.1 $Qué s uh ardenador?
1.2 Idea general de programa. tenguaje de programsuidn.
1.3 ELsquema de) funcioriamianto de un crdenador.
PRIMERA PARTE: INTRODUCCION AL BASIC.

[5)

2, Frimeros conceptos del lenguaije.-~

e

2.1 fonstantes: tipos y reglas de escriturs.
2.7 Variabhles: tipos y reolas de escritira,

J. {peradores.

2.4 Funciones de biblicteca,
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13. Operadores.-

3.1 Operadores aritméticos,.

3.1.1 Férmulas. Jerarqufa de opsracidn. Reglas para

la redaccidn des fdérmulas,

3.1.2 Uso de paréntasis,

3.2 Operadoraes alfabéticos. Reglas de usa.

3.3 Opesradores de relacidn: comportamiento y reglas de

uso.

3.4 Operadares ldgicos: comportamiento y reglas de uso.

Funciones de biblioteca.-

4.1 Funciones de arguments numdrico.

4.2 Funciones de argumento alfahdtico (cadenas de carac-

teres).

Estructura de un proarama BASIC.-

5.1 Comandos (accidn inmediata) e instruecciones (accidn

sscuencial.

5.2 Estructura de un programa. Reglas des ESbritura,

5.3 Diagndstico de arrores.

Primeras instruccionses .-

6.1 Definicidn de variables: instruccidn LET

6.2 Introducéidn de datos: instruccidn INPUT.

6.3 Salida de resultados: instruccidn PRINT y funcidn

TAB.

6
6.

.4 Comantarios al programa: instruccidn REM,
S

Detsncidn y finalizacidn del programa: instrucciones

STOP y END.

6.6 Algunos

Comandos de

programas elemantales.

uso_frecuente en la e jecucidn da un programa.-

7.1 Comandg
7.2 Comando

de comienzo: RUN.
para el listado de programas y archivos:

LIST Y CATALOG.

7.3 Comando

para el almacenamiento: SAVE.

7.4 Comandos para rectificar: RUBOUT, DELETE, ALTMODE y
ESCAPE.

7.5 Camando para el borrado de variables y programas:
CLEAR, NEW y UNSAVE.

7.6 Detencidén de un rpograma: comando BREAK.

8. Bifurcaciones.-

8.1 Bifurcacidn incondicional: GD TO,
8.2 Bifurcacidn miltiple: ON-GO TO.
8.3 Bifurcacidn condicicnada: IF-THEN,
8.4 Ejemplos de programas. -

9, Diagramas de flujo.~

9.1 Organigramas y ardinogramas.

10, Construccidn de bucles.-

10.1 Definicién de bucle y posibles utilidades.
10.2 Instrucciones FOR-TO y NEXT.
10.3 E jemplos de praogramas.

11. Definicidn de funciones y subrutinas.-

11.1 Definicidn de una funcidn: DEF.
11,2 Subrutinas: instrucciones RETURN y GOSUB.
11,3 Ejemplos de .programas.

12, Variables subindicadas.-

12.1 Reserva de memoria: DIM,
12,2 Asignacidn de valores: instrucciones READ, DATA y
RESTORE .

13, Generacidn de nUmeros aleatorios.-

13.1 ta funcidn RND.
13.2 La instruccidn RANDOMIZE.
13.3 Ejemplos de programas.
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SEGUNDA PARTE: EL BASIC DEL MICROORDENADOR Zx81.
14. Uso dsl ZX81 como calculadora.-

14,1 Estudio y uso del teclado.
14.2 Comandos e instrucciones propios.
‘ 14,3 Cursores de pantalla y cddigos,
15, Variaciones del BASIC para ZX81.-
15.1 Constantes, Variables, Operadores. Funciocnes da HBi-

blioteca. Prioridadss.
15.2 deglas de escritura ds instrucciones.
15.3 Yariaciones en las instrucciones INPUT, PR:nT v END.
15.4 .Las bifurcaciones en ni ZX81, GO TO e IF-THEN,
16, Almacenamiento er cinta magndtica.-
16.1 Instrucciones SAVE y (UAD.

16.2 Asignacidén de valores a las variablsse subindicadas.
17. Construccion de gréficos. - | UNA INTRODUGCION A V2 CON UN APOYO PRACTICO

NOTAS DIDACTICAS SOBRYE GEOMARTRIA:

17.1 Inversidn de caracteres. Funciones CODE y CHRS.
17.2 Instruc iones PLOT y UNPLOT

pors

Juen Mizuel Molina 3ravo
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UNA_INTRODUCCION A V2 CON UN_APOYO PRACTICO.

INTRODUCCION

l. E1 motivo de e=tas notas es la dificultad de asimilacidn

de la estructura vectorial por parte del alumno metdio de 22

de B.U.P., ocasionada, en.nuestra opinién, por la falta del

nivel de abstraccidn necesario para plantearse problemas

Que éscapan a su experiencia de la vida cotidiana. Pensamos.
al decir esto, por ejemplo, en la necesidad que pueda ver el
alumne de definir una relacidén de squipolencia entre vectos

res fijos cuando lo més natural es que, al plantearle 2as -

dos figuras siguientes’ 1’1’ » diga que son iguales sin ressr

vas de ningln tipo. 0, en la idea gue pueda concebir de vec-
tor libre, ente formado por infinitos vectores fijos, que

utilizard dnicamente a nivel de notaciédn, ya que,a la hora

de hacer cualquier razonamiento gréfico, deberi utiiizar vac

tores fijps, y que, ademds, le obligaréd a "purificar" dicho
razonamlento mediante: la relac10n de GQUipolencia (como
ecurre con ;as deflniclones de la suma y el producto por nu-
meros reales).

2. Nuestro objstivo es hacer assequible Vzo, al menos;.el
manejo de sus elementos, con un minimo devgarantiag, para su
posterior uso en: el estudio de la éeometrié dsl plano, a ese
alumno de nivial medio o bajo que aprende "haciendo®. Para -
ello planteamos el estudio dLl plano mediante. la teatiZacidn
"itinerarios”" compuestos por tramos: rectos; lo que nos: va a
llevar a presentar los vector@s libres: como traslaciones.
Para caracterizar estas traslaciones (lo que equivale a dar
médulo,direccidén y sentido) se utilizard un procedimiento
basado en el manejo de la cinta métrica y la brdjula, apara-

tos conocidos poer el qiumnq y de uso corriente en los despla

de

e : A
. a,‘

zamiantos terrasttes 0 en la navagacién. L'f'¥*7ff-'ﬁij

Este 1ntqrés en hacer la exposicidn en términos
"razonables" pana sl alumno, nos: lleva a no: cuasbinnar coaasi
que é1 no hubiera llegadn a- cuestionarea nunca, dejando un:
margen a la 1ntuicion natural que ‘le, llavaré a reconocer,
por ejamplo, una traslacion bumo algo que Tio est4 exclusiva-
mente. ligado a los puntos inic1a1 y final en loa que ae este
utillzando, sin necesldad de - tenar que dar vida a entes: ldea)

les que, lo- unico que producan as un: choqda egn su mentalxe

“ dad por mor de consaguin una dallmitacxnn r;gurosa de los:

conceptos.

Somos. conscientes: de que esto. trae como:consecuen-

cia una falta de rigor en la axﬁosidién- perc creemos . gue la

introduccién rxgurosa del tema es 1nteresante unlcamente a

niveles superiores y para gente partlcularmente intaresada;

ademas, ‘el rigor no es la unica aportacxon da las Mlatemdticas xS

a la ensefianza, pudiendo convertirla’ inclusa en una dlscipl'A

na tediosa y aburrida.

¢
o]
N
i

Intentamos, también, que el alumno vaya ”descubrie

do" cosas; evitando, en la medlda de 'Io posible, ant;czpar

definiciones o propzedades hasta que se hayan hecho comproba
ciones o existan motivos. "razonables“ qva las sugxeran.

Ny
: Y
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DEFINICION DE LOS ELEMENTOS OE V23

1. El estudio se puede cemsnzar partiendo de un plano
"fisico™ -la superficie de la pizarra .o de una hoja de papel-,
considerdndolo como un conjunto de infinitos puntos o posicip
nes. Habrd que disponer de una "rosa de los vientos", circulo
donde aparezcan marcadas gran bume: v de direcciunag, cor sue:
respectivos: sentidos, distribuidas regularmente {se admitirs
gque pueden figurar todas las.posibles)?y‘una, en particular,
con un sentido privilegiado, quefllaméramos N. También fijare
mos una unidad para la medida de longitudes en cualquier lﬁﬁ
gar y direccidn del plano.

El primer trabajo del alumno puede ser la construc-
cidén de la "rosa de los vientos" sobre un papel vegetal y de
una “regla", graduada por &1 mismo con la unidad de medida
utilizando el teorema de Thales.

2. Con estos "instrumentos" se le propone al alumno la realiza,
cidn de "itinerarios* (poligonsles} por el planos v

Lo primero gue debera liacex serd empezar por algtn
sitio. Habra de elegir un punte de partida,0.

Fijado este punto, deberd determinar hacia ddnde ir.
Tendréd que considerar, entonces, tooas jas rectas que pasan
por 0 -con ayuda de la "rosa de los vientns$-y seleccionar
una; con lo gque dispondrd de una DIRECCIuN Pero esta direc-
cidn es una "via" a lo largo de la cual pusde desplazarse; Ys
como ocurre con todas las vias, el desplazamiento se puede
efectuar de dos formas diferentes. Concretandc una de ellas:
tendrd fijado un SENTIDO de los dos posibles y ya podra comen

zar el "itinerario",

(Seria interesante realizar estos 2itinerarios" sobre mapas
o sobre papel milimetrado con la "orientacidén®, N, marceda
pues en sllos se disponecde unidades de longitud).

Comenzado el dbéplazaﬁiénto, puede llegar el maomen
to en que se guiera cambier. &éQué hacer, entonces, para poder
recordar el camino?, o, simplemente, para dejar constancia de
61. Lo légico paiece_ser anotar la direccidn y el sentide eh
un disco de cartulina, donde figure N; com lo que tendré una
ORIENTACION,; y medir la longitud, A, del desplazamiento. A
esté tipo de desplazamiento se ie llamard TRASLACION, y podrd
representarse en la forma, (A,f), donde,A, es la longitud o
ODULE de-la traslacidn vy, ﬂ, la oriantacidn'(esta represen»
tacidén permitird poca variedad de orientaciones; por lo que,
también, podrian identificarse las orientaciones con sus me-
didas angulares tomadas desde N).

Hecha la anotacién, el alumno podré cambiar el deg

plazamiento sligiendo, en el punto donds se encuentre, otra

orientacidn y desplazédndose una cierta distancia é}guiéndola.

3.

Tendrd aes{, otra traslacién (B,8).

.Pfosiguieﬁdo de esta forma, dispondré, al final, de
una lista ordenada de traslaciones gue describird perfectamen
te su recorrido y permitird reconstruirlo desde el punto de
partida o, también, le permitird volver a”di;ho punto”invire

tiendo” las orientaciones.

OPERACIONES.

Para introducir la sume de dos traslaciones K;(A,ﬁ) y B=
=(B,®), se puede hacer observar al alumno que, para cada par

de puntos del plano, hay.ﬁna traslacién (Gnica) que va del

-t



primero al segundo. As{, considerando la posicidn inicial y
la posicidn final que se alcanza efectuando las dos trasla-~
ciones consecutivamente -primero & y luego B-,ve que existe
una traslacién,fﬁ(tfaﬁ; con‘el mismo afecto,"suma“ de los
efectos de las dos primeras;‘ﬁe llamard, por tanto, trasla-
cién SUMA de A y §, y se escribira C=h+8.

Fécilmente puede: ver que este traslacién T no de-

pende del orden en que se. efactuen i y g (propledad CDNMUTA

TIVA: K¢§L§+K fig.(1)). Tembién, que, al efectuar tres trag

laciones consscutivasy: T'ﬁ y C, puede sustituir, ind;etinta-
mente, dos consecutivas por su suma sin que esto al@ere la

posicidén final (propiedad ASOCIATIUA: (K¥§)+E=K+(§+EY; ambas

expresiones representan una misma ttaslacidn 3, que suele eg

cribirse s%?plamente R+B+C, fig. (2)7.

5/ g2 x

0 Fig.(1) 0 Fig.(2)

Con estas propiedades, el alumno comprueba que pug

de "cortar camino" libremente a la hora de seguir un "itine-
rario" e, incluso, alterarlb cambiando el orden de las tras-
laciones, en la seguridad de: que acabard siempre en el mismo
punto. i !

El ELEMENTO NEUTRO o traslacién nula puede presen-
tarse como una "parada" en el "itinerario". Serd una tresla-
cién 0=(0,0) que, cuando sigue o precede a otra, R, no prody
ce ningldn efecto en si.recur;ido (Re0:=K=0+%).

Para.llegar a la existencia de traslaciones OPUES-
TAS, basta comprobar que, para cada traslacién,K#(A,ﬂ). exig

te otra, (A,f), que,cuando la precede o la sigue, anula su

4.

efecto. A esta traslacidn se le denota por,-K, y cumple
( -4 )‘+T\=_D’=K+( -‘_I:) . y

Para introducir el productb por numeros reales se puede
comenzar proponiendoc la suma de dos traslaciones,KE(A,ﬂ) y
B8=(8,), con la misma orientacién. Se comprobaréd que el resul
tado és,una traélacién_f:(ﬁ+§,ﬂ), también con la misma orien-
tacidon y mdédulo suma de los mddulos. Particularizando-esta
suma a la misma traslacidn %, tomada como sumando varias ve-
ces, se llega.a la traslacién (nA,f), que pasa a denotarse n.A.

En un segundo paso, se puede proponer "detenerse"
durante una tras}acién K, a la cuarta parte del camino, a la
tercera parte, a la mitad, a las tres quintas partes, stc.;
com 'lo que se van obteniendo las traslaciones (1/4 A,
(1/3.8,8), (1/2.8,8), (3/5.A,8), etc., que se denotarén 1/4.7%,
1/3. A, 1/2.R, 3/5 A, etc. Con esto, la dafin;c;on de a.A, para
aeR cae por su peso: a.A=(a. A, )3 en particular 1.A=R.

En este momento se\puede proponer al
alumno la graduaciéq algunas semirrectas tomapn
do como unidades lqs'médulos‘de K, 3,.,. y: de
algunas otras traslacionss a.K, b.i,;.., a.a,
b.E,..., miltiplos de las anteriorevaLas con-

secuencias que se observan después de hacer

esto son:
(é)vCon los miltiplos positivos de una traslacién,x, se
pueden alcanzar, partiendo de 0, todas las pbaiciones locali
zables siguiendo la orientacién,ff, de A.
(b) Cada una de estas posiciones: puede identificarse con

un Gnico nimero real: positivo (que variard si se fija Ao a.i).
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(c) (é+b);i a;il?.*‘ . ) . =

(d) (a.b)’ﬁ-ar(b A) _ i ]
" En un tercer p@so, se puade especular sobre la po=-
§ibilidad de alcanzar las poaicionas localizablas siguiendo:
1a oriantacién g contraria a la de A (lo que se puede son-
saguzr perfectamente con los multiplos posit;vos de -A). Es~
tas posicionas serén acces;bles definiendo (-a).A=za. (-A). que,
como se puede comprobar, coincxde con -(a.A). Ademés, la rela-
cién (¢c) seguiréd siendo vélida para estos miltiplas. negativos
por derlo para -K; y, para comprobar la validez para un: factor
positivo y otro nagatxuo, se podré recurrir a algunas compro~-
baciones con: ajemplos e intentar construir la demostracién
analizando los distintos casos que se pueden presentar.

La relacién (d) también se cumpliré para nimeros
npggtivus y de ambos signos, como puede pomprobarse haciendo
usd de las definiciones.

Con esto, y definiendo O.Xia, cosa .que pueden lle-
gar a sugerir los pfopios»alumnos;vsa extienden las graduacig
nes a las rectas completas, identificando cada posicién com:
un ndmero real. Ademds, las relaciones (c) y (d) se mantienen.

De eéya forma el alumno puede observar, por una par
te, que todas las traslaciones con una misma direccién: (inclu
80 la,ﬁ) se pueden:cbnsiderar miltiplos de una cualgquiera de
ellas, y, por otra, que las rectas se pueden graduar de forma
diferente segln: la direccidn (p.e.: en marina, para longitu-
des en superficie ses utiliza la milla, 1.851,851 m., mientras
que para profundidades se emplea la braza, 1,571,m.);

Habria@qge completar la'listé de prdhiedades del
producto por nﬁm;rds:rEales comprobando la relacién

(e) a.(K+§)=3.3+a.§

lo que se podrd hacer, para a;gunos casos, construyendo las
. rectas graduadas correspondientes a -algunas traslaciones A y

e b4
B y a su suma R+B.

INTRODUCCION DEL CONCEPTO DE BASE.

Se Hasta el momento el alumno saba que:todas las traslacio-
nes. con una misma d1r8001on, ﬂ, -1-3 pueden expresar como mile
tiplos de:una de ellas; p.e.: KE(A,ﬂ), lo que le permitira,
a la hora de tener que citarlas, dar, simplemente, expresio-
nes de la forma afﬁ; sin embargo, esto no le supone mucha
ayuda teniendo en cuenta que existen infinitas direcciones y
que: tendria que graduarlas todas.

Hecha esta obsepvacidén se le puede proponer alcan~

zar distintas posiciones del plano pertiendo de O, y siguien
do dnicamente dos direcciones prefijadas (que podrian cambiap

se en distintos ejercicios). Esto contribuird a que el alumno

dompruebe que, desde 0, se puedes alcanzar cualqudéer posicidn
del plano mediante traslaciones con dos diraccionéﬁ diferan~
tes y gue, ademés, basta con une de cada tipo.

Pasar de aqui a que cualquier traslacidén se puede
expresar como suma de miltiplos de dos de ellas, con direc-
ciones distintas, no presentard dificultades.

Siendo, el alumno, consciente de ésta hecho, podré
elegir libremente dos direcciones y graduarlas a partir de
sendas traslacionas-K y'ﬁg con lo que dispondré de dos "res
glas" y con ellas podra asignarle un par de ntimeros (agb)aa

lcada traslacién E;fcun la condicién de qﬁe E:a.ﬁ+b E, que la

to a la baselA 8}). (Ror motlvos tecnzcos se deberén elegir

caracterizaré inequiv;camenta (seran sus coordanadas respec-
estas d1recc10nea formando dngulos de 308, 452, 602 o 909,

que se pueden conseguir con_escuadra ymcartabﬁn).

N
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Con esto verd que no es necesaria la "rosa de los
vientos" para definir traslaciones y podrd liberarse de la
notacién primitiva, (C,ff), para cada traslacién E, cambidn-
dola por el par de nﬁmerog (a,b), con la ventaja, por parte
de la nueva, de que si E:(a;b) yv3=(c,a) entonces C+D=(a+c,
b+¢d) y k.E;(k;a,k.h), lo que facilita mucho las cosas.en sl

estudio de "itinerarios" por el plana.

GEOMETRIA (AFIN)

Por Vicens Font y Paco Moreno

CONSIDERACIONES GENERALES

1) EIl material que prescntamcs ha sido elaborado”por miémbros

del GRUP ZERO DE BARCELCNA siguiendo la metodologia del grupo
basada en la resolucién de problemas. '

Aqui no vamos a discutir esta metodologia que suponemos
minimamente conocida, (en esta jornadas hay una ponencia gue
trata sobre la metologia de dicho grupo). Si)remarcaremos que a
los alumnos se les da una "coleccidn" de problemas gus van
resolviendo en clase.

2) Aqui presentaremos un trabajo sobre vectores y geometria,
que coincide bAsicamente con el apartado del progrema oficial
de 22 de B.U.P. titulado " Geometria afin de 1z recta®.

3) Este material ha sido pemdado para ser utilizado al final
de 22 de B.U.P. o bien a principios del tercer curso. Nosotros
lo hemos experimentado durante el primer trimestre del tercer
curso.

4) Creemos que este material se puede hacer en dos meses,o dos
meses y medio.

5) Su estructura es la siguiente:

CAPITULC I ~ VECTORES

INTRODUCCION
A- DESPLAZAMEIZNTCS
B~ VECTORLS

C- 1) OPERACICHES CCH VECTORZS
2) PROBLEMAS DE APLICACICH
D- MAGNITUDES VECTCRIALES
1) VELCCIDADES
2) FUERZAS
E- ARITHEPIZACION DE VECTCRES'
F- PRUBLENAS DE CONSULIDACIGE
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CAPITULO II - GECMETRIA ANALITICA

A- INTRCDUCCION
B- 10S DOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE DESCARTES.
1) SISTEMAS DE COORDENADAS Y SU RELACION CON LOS VECTOw
RES: SISTEMAS DE REFERENCIA
2) COMPARACION DE LAS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS Y
LAS CURVAS DEL PLANO.
C~ LA RECTA
1) PROBLEMAS DE INTRODUCCION
2) RESUMEN DE PRIMERC DE BUP
3) ESTUDIO DE L4S ECUACIONES DE LA RECTA
4) INCIDENCIA Y PARALELISMO.
5) PROBLENMAS DE APLICACION Y CONSGLIDACICNW
ATENDice. 1. FemPeNTICULARIBAD

Consideraciones sobre el capitulo I

Las dos difucultades que presenta este tema son :

1) ¢Cbémo se intrcducen y definen los vectorss? y

2) (Cdémo se relacionan los vectores con las magnitudes
vectoriales que los alumnos estudian en Pisica ?.

Nota: A partir de ahora la letra minGscula corresponderé‘
a la reproduccidén de parte del material que se ha dado a los °
alumnos, mientras que la letra mayGscula formard parte de nues-
tros comentarios sobre dicho material.

LA FORMA DE INTRCDUCIR 1LOS VECTORES ES LA SIGUIENTE: EN
EL APARTADC A) SE ESTUDIAN LOS DESPLAZAMIENTOS EMPEZANDO CON
EL FPROBLEMA SIGUIENTE:

kEn la figura que se adjunta vodemos observar el
A, B, C, D que han salido resw

A-1)
movimiento de cuatro personas
pectivamente de los puntos Al, Bl’ Cl ¥y Dl'

."?‘a) ¢Qué distancia ha recorrido cada
' persona?. ¢Han recorrido la misma

M distancia?.

=

Eotepe T

A
=]

o

B

origen en B, y otra con final en C.

¢ mientos AA' , BB' , cC' , etc...; o gea, cuan

do hahlamos del vector anterior nos estamos

- m.

refiriendo & todos los desplazamientos de

3 Km de longitud, direccién S-N y sentido ha-
cia el Norte. A cada uno de estos desplazamien
"representante del vector"
s BB' y CC'

tos lo llamaremos

AAt

representéntes del vector anterior).
a) iCidndo dos fleches. representan al mismo vector?.

w
baY
o3l

W
: x
SN O
3

& (por ejemplo, son distintos

‘b) Dibuja dos flechas que representen al mismo vector, une
los puntos origenes y después los puntos finales. ;Qué figura se

ha formado ?.

A partir de ahora a los vectores los escribiremos con una
7 - = >
letra mindsculs a , b, ¢, etc ...

no mediante cualquiera de sus representantes, o sea, poniendo una

¥y los dibujeremos en el pla

flecha, Pero, a diferencia de antes, esta flecha se puede situar
en cualquier punto del plano siempre que no le cambiemos la direc

cién, ni el sentido, ni la longitud.
A la longitud del vector también le llamaremos médulo del

vector.

: —
B-5) @& ) Dada le flecha AA' , dibu-

ja otra que represente al mismo vector con

xC

b) Agrupa las flechas que res:
presenten al mismo vector.
¢) Dibuja tres representantes

: - -
@8 los vectores ¥ y W .

J

W




d) Si hace el viaje Alicante - Palma de Mallorca, a 600
km/h. , dibuja el desplazamgento que se ha realizamdo cuando se
1llevan 40 minutos de viaje. ,

e) Haz lo mismo para el desplazamiento que se tiene que ha- |
cer_cuéndo faltan 5 minutos de vuelo,

f) 8i va desde Palma a Alicante a la misma velocidad, re-
presenga el desplazamiento al cabo de 15 minutos.

é-B)"En el problema A-1 hemos dicho que un desplazamiento
queda determihado.conociendo el punto de origen y el punto fi-
nal. En el problema A~2 hemos observado otra forma de caracte-
rizar un desplazamiento, ¢cudl?.

CCN ESTE ULTIMO PROBLEMA PRETENDEMCS QUE EL ALUNMNC SE DE
CUENTA QUE EN EL PROBLEMA A2) PARA DETERMINAR UN DESPLAZAMIEN
TO HA UTILIZADC UNA DIRECCION, UN SENTIDG , UNA LONGITUD Y UN
PUNTO (EL ORIGEN O EL FINAL) . A CONTINUACION SE RESUEL_VE EL
PRGBLEMA A-4) EL CUAL PRESENTA UNA SITUACICN QUE PERMITE DE-
FINIR L4 SUMA DE DESPLAZAMIENTOS SIEMPRE QUE EL EXTREMO DE UNO
COINCIDA CON EL ORIGEN DEL OTRO. EN EL AFARTADO SIGUIENTE, EL B,
INTRODUCIREMOS EL CONCEPTO DE VECTOR.

‘Becaia 3ilse00.000

B-1) La figura 1 corresponde a la Rosa de los Vientos de
B - VECTORES Catalufia.
A veces podemos leer o escuchar las expresionzs: "gl vien a) sQué viento trgeré humedad, el levante o el poniente?.
to sopla con una velocidad de 30 km/h." : b). ¢E1 Xaloec que traerd,frio ¢ calor?
‘"Una escuadrilla de aviones se mueve en formacidn a una ¢) El mapa de la figura 2 lo utilizaremos para represen
velocidad de 400 km/m." - tarcuatro de los vientos mas frecuentes en Catalufia. Si sabes
‘ fiems ... "En la batalla de Trafalgar las que el migjorn sopla-con una.velocidad de 1C0 m/mt. y e? cgda
ug%?%éé 4§ armadas franco-espaflola e inglesa uno de los cuatro puntos, A, B,.C, D, hay un globo sonda,
AR Ay Pty 1" navegaban siguiendo ias formacicnes | cen qué punto se encontrarép cada uno de estos globos al cabo
S _.-..:f. gé%%%:i ly de la figura". de un cuarto de hora?. (Supcndremos que la velocidad se ha man
.2?“:&5; v 2 "8 nddgdqreo han atravesado una pis { tenido ccnstante y que el viento no ha formado remolinos).
' cina de 50 m. por sus respectivas D) Representa’ los. desvlazamlentos anteriores mediante fle
calles™. chas. sQué tlenen en comin estas flechas? (Utiliza la figura.2)-
A centinuacién estudiaremos estos | e) Idem para los puntos A', B', C' y D', pero suponiendo
hechos con més detalle. que sopla la tramuntana a una velocidad de 1200m/mnt.
| £) Idem para los p#ntos A", B", C" y D" cuando sopla el
e viento de poniente a 1400 m/mnta.

ﬁmgﬁhc‘::Z?}.?éﬁg s | ) g) Idem para los puntos A"', B''', C"' y D"' si hay viep—
HOTY, .

- ded matedx ti0pd) e : &= fevante a una velocidad de 1100 m/mat.
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APENDICE 1 -: MAGNITDES VECTORIALES

‘En este apartado supondremos que es@ga familiarizado con los

-conceptos fisicos que utilizaremos (velocidad media, velocidad
instantdnes, fueréé, etc... )

Llamaremos magnitudes escalares a las que sflo necesitan:
para su determinacién un nimero que expresa el resultado de la
comparaciéh con la unidad, el.volumen, 1a’masa, la temperatura,

etc...

Hay otras magnitudes como la fuerza, la velocidad, la acelg

racién, etc..., que,ademds de las indicaciones dichas para les es

calares, hay que determinar una direccién y un sentido de una ma-
nera parecida a los vectores (por esto se denominan magnitudes

vectoriales). Estudiaremos mde detalladamente algunas de estas
magnitudes y. veremos que su comportamiento es muy parecido @l de

los vectores.

‘A)  VELOCIDAD

I) Un avién vuela a una altura de 9000'm. Si el piloto comu-

nica, cuando pasa sobre un aeropuerto,que la velocidad es constan

~te (600 km/h ) ¥y el movimiento es rectilfneo, ;en qué punto se

encontrard al cabo de dos horas?. ;Qué otros datos necesitas?.

I1)
radar, a un barco , A, que se mueve con una velocidad constante
de 10 nudos.

a2) ;Crees que con este nimero hay suficiente informaciénf.

En una estacién costera se observa, en una pantalla de

;Qué otros datos necesitas?.
b) una flecha, ; te serviré para repre-
sentar esta velocidad?. ;Por qué?.

c) Utilizando la escala 1 cm. : 5 nu-

dos ¥y teniendo en cuenta que el barco
viere del NO hacia la estacién de ra-

dar (recuerda la Rosa de los Vientos

del problema B-l), dibujs una flecha

representante de esta velocidad.

| AlicareTe

|
e

tha: En la discusién del problema anterior, seguramente
habréan surgido muchos criterios dlstlntos sobre lo que es un
desplazamiento y lo que quiere declr desplazarse de la misma

manera. Para unlflcar criterios,entenderemos por desplazamlen-
RECTA

"to en el plano;cualquier movimiento que nos traslade desde un

punto P1 hasta otro P,.

Diremos que dos desplazamientos son iguales,si tienen el

mismo punto. de origen y el mismo punto final, independientemen
te del tiempo que se ha tardado,-

Los representaremos en el plano mediante una flecha (segmento
orientado).

Asi, en la figura de la izquierda,
-entenderemos que se esta representan
do el desplazamiento que va del pun-
to Pl
remos Pl > .

Llamgremos longltud de un despla-

al P,. Simbblicamente eseribi=~

zamiento a la distancia que hay en-
tre el origen y el final.

4~2) Un avibn va desde Barcelona hasta
. &licante a una velocidad ¢onstante
de 600 km/h.

a) Representa con una flecha, en
el plano adjunto, el desplazamiente
efectuado al cabo de %6 minutos. (No
ta: para calculsr la distancia real

' entre Barcelona y Alicante, mide la
del plano y fijate en la escala).

B) Idem con el desplazameiento

Q que tiene que hacer cuando faltan
4:37 100 km para llegar a Alicante
’PAL“PKQ ¢) 8i va, a la misma velogid’ad‘,
desde Alicante a Barcelona, dibuja
una flecha que represente el despla-
zamiento hecho al cabo de 20’ minutos
de viaje.

Q
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B-6) Utilizando la Rosa de los Vientos del problema B-1 y

la escala 1 cm. : 3 km. , dibuje tres flechas diferentes qae

representen a los siguientes véctbresm

a) ( 9 km. , 80 - NE , sentido hacia el NBE )
b) (12 km. , N - 3, hacia el S. )

B-7) a) ;/Qué se entiende por desplazamiento ?.
b).gqémo Se representan -?.
c) iDe cudnta maneras queda determinado un desplazamiento?
d) ¢Cémo se suman ?.
e) ;Puedes sumar dos'flechas cualesquiera?.z;Por qué?.
f) :¢Qué es un vector?.
g) :Qué. diferencia hay entre un vector y un desplazamiento?

h)~gQué diferencia hay entre una flecha que reépresenta o

un vector y una que representa un desplazamiento?.

§

EN EL PROBLEMA B-4 HACEMQS , DE UNA MANERA IMPLICITA-,LA REL;\‘_

CION DE EQUIPOLENCIA Y DEFINIMOS LOS VECTORES COMO LAS CLASES DE

EQUIVALENCIA. LOS. PROBLEM:S B-5 Y B-6 SIRVEN PARA APLICAR LA DE-
FINICION DE VECTOR Y EL PRUBLEMA B-7 ES UN RESUMEN DE LOS CONCEP
T0S APARE"CIDOS, QUE SIRVE PARA ‘RECORDARLOS Y VER 8US DIFERENCIAS. .

EN EL APARTADO C § COMC PUEDE VERSE EN EL PROBLEMA C-1,
INTRODUCIMCS LA SUMA DE VECTORES. EN EL MISMO PROBLEMA C-1 , ¥
EN OTROS PCSTERIORES, EL ALUMNO COMPRUEBA LAS PROPTEDADES DE Ta
SUMA Y , DE UNA FORMA PARECIDA, SE INTRODUCE LA CPERACION DEL
‘FRODUCTC DE UM NUEERO REAL-POR UN VECTOR Y SUS PROPIEDADES. A
CONTINUACION HAY UNOS FROBLEMAS DE APLICACION QUE PARA SER RE-
SUELTOS POR EL ALUMNG, BSTE TIENE QUE APLICAR 1OS CCNCEPICS Y
PROPIEDADES AHTES INTRCDUCIDOS. '

EX 3bL APENDICE SIGUIENTE SE REPASAN LAS MAGNITUDES VECTORIA

LES QUE EL ALUMNC HA ESTUDIADO EN. F1SICA.

€ - OPERACIONES CON VECTORES

".En este apartado estudiaremos la suma de vectores y sus pro
piedades, asf{ como otra operacibén: el producto de un nimero por

un vector.

C-1) a) Traslada el tridngulo de la fi-
gura segin el vector ?? . (En la figure
1 tienes una flecha representante del vec
tor ¥ y cuando te piden que traslades
el tridngulo segin ¥ te indicen que
todos los puntos del tridngulo se des-
‘~“““*-hfz~j' placen en la direccidn y sentido de la
flecha, una longitud-com la de 1a flee
cha).
b) A continuscidén traslada.el nuevo tridngulo segin .
c) ¢Podriamos pesar del primer tridngulo al tercero mediante
un sobo vector?. ;Cudl?
d) Halla una flecha representante de este vector. Describe cé-
mo la has obtenido.
' e) A este vector lo llamaremoisfuma de los vectores ?ﬁ y ?7
¥y lo escribiremos ??*-77 . Si. AA' es un flecha representante de
1? 3 dibuja una flecha que represente a 1? con origen en A' ¥y
une. flecha que represente a '??4-;? con origen en A . ;Qué figu-
re forman?. '
f) gCudl serd el resultado de 12 suma permutando los vectores,
es decir, W + _\7 ?. 4Cémo se llama esta propieded?.
g) Dados tres vectores cualesquiera:??, i?',?? , efectua gréfi—
canente las sumas (& + -g) +’3',y Ed + (? ¥+ 'Z) . &Son igua-

les los resultados?. ;(émo se llama esta propiedad?.
' R -
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-B—2)' 3i la forma016n de aviones de 1a figura viene de ponlenﬁg
con una de velocidad de 900 km/h.:
a) Al cabo de una hora, ;qué posicién tendrén? ;Y al cabo
de dos?. |
b) Caracterize los desplazamientos anteriores mediénteg
flechas. (Utiliza la escala 1 cm. : 300 k. )
¢) ¢Qué tienen en comin estas flechas?.

B.B)'Trea nadadores han atravesado una

o
‘piscina de 25 m. , cada uno por uwpa ca-

lle diferente.

2) Representa el desplazamiento de ca-
da nadador mediante uns flecha.

b) ¢Qué tienen en comin estas flechas?

B-4) En los problemas B-1 y B-2 hemos vis-
to qué_fijadé una unidad de tiempo, to-

dos los desplazamientos producidos por .

el viento tienen igual direccién, senti-

do y longitud, y que en el movimiento de

) una escuadrilla de aviones se puede cone-

siderar como diferentes desplazamlentos hechos simultdneamente en
la misma direccién, sentido y longitud; pero en el problema B-3.
los nadadores han hecho desplazamientos que tienen la misma dis-

tancia, direccién y sentido, aunque no han tardado el mismo tiem-

po. g

Por tanto, en cada uno de los problemas anteriores tenemos
diversos desplazamientos que tienen la misma longitud, direccién
y sentido (sin que sea necesario que se hayan hecho en el mismo
tiempo). »

Para estudiar estas situaciones utilizaremos un2 nueva

herramienta: los vectores (la palabra vector viene de la palabra

.latina "vehere" que quiere decir transportar).

Un vector quedard caracterizado por una longitud, une direc
cién y un . sentido. Por ejemplo, por el vector de longitud 3 km. ,
direccién S-N y+sentido hacia el Norte, entenderemos los desplaza

C B 1II)La fngura adjunta represenfa a2 un rio; en el

L

punto E hey una barca que se deja llevar por la
corriente. Un nadador se lanza desde el punto A,

perpendicularmente a la corriente del rio, pare

*E llegar al punto B.
gessean
2) Una' situads en el punto 4, saué trayectoria
A observard(;Y una persona que se encuentra en la

barca?.

b) Si la velocidad del nadador es de SKm/h., la ampiitud del
ries 90 m. y el nadador ha llegado , al cabo de 1'08 mnt., a un
punto, C, situado a 72 m. a la izquierdz de B, jcudl ha sido la
velocidad efectiva del nadador?®.

¢) Representa, utilizando flechas con origen

N S~ en el nadador, las velocidades de la corrien-
NN NN

te del rio, la debida al esfuerzo del nadador
&\ ¥ la que has encontrado en el zpartado ante-

A N7 i rior (escala 1 Km/h : 0'S cm.) sCémo estdn

M- relacionadas?.

IV) lLa figdra_de la izquierda representa una
cinta transportadora de 1 m. de anchura, vig-
ta desde arriba, que lleva una velocidad de
2 m/min.

Una persona pone en marcha un camidén de
juguete que va & una velocidad de 1 m/min., en
una direccién perpendicular a la cinta.

a) Dibuja lag posiciones que tendrd el ca-

mién en 1 minuto, medio y un cuarto. Msres la

linea sobre la cual se desplazard el camidn.
b);Cudl es la velocidad efectiva?.

c) ¢El1 desplazamiento resultante es el mismo que si primero se
hubiese realizado el desplazamiento de la cinta y después el del
camién ?.

d) Situa el camién en un punto de la trayectoria y, con origen
el camién, representa, utilizando flechas, las tres velocidades,

s womic cm. © ;C6mo estdn relaznionadas?.
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V) a) ;Qué quiere decir sumar velocidades?.
b) iSe. puede apliéér la regla del paralelograno para sumar
 velocidades?. N .
c) 6Qué§oincidencias encughtras entre la velocidades y los

vectores?.

EN ESTCS PROBLEMAS SE INTENTA VER LA RELACION QUE HAY
ENTRE LOS VECTORES , ESTUDIADOS EN LOS APARTADOS ANTERIORES, Y
‘LA VELOCIDAD. NO DECIMOS QUE LA VELOCIDAD ES UN VECTOR LIBRE ,
SINO QUE PRETENDENCS QUE EL ALUMNO SE DE CUENTA QUE Li VELOCI
DAD ES UNA MAGNITUD QUE SE CCMPORTA COMO IOS VECTORES; ES DECIR,
QUEDA DETERMINADA POR UNA DIRECCICN , UN SENTIDG Y UN NUMERO ,
SE REPRESENTA FOR FLECHAS Y SE SUMA POR LA REGLA DEL PARALELO~
GRAMO COMO LOS VECTORES. A CONTINUACION, SE HACE UN ESTUDIO
DE LAS TFUERZAS , PARECIDO AL HECHO SOBRE.LA VELOCIDAD ', CON EL
MISHO OBJETIVO.

E - ARITMETIZACION DE VECTORES

Lo que haremos-en este apartado serd "aritmetizar" los vec

- tores. Con esto indicamds_ib siguiente: hasta ahora lemos estudia

do a los vectores desde un punto de vista gebmétiicb, un vector
viene determinado ﬁor una direcciéh, un sentido‘yluna‘longitud'.
que son propiedades geométricas. En ‘este aﬁartado veremoé'que un
vector también se puede caracterizar por un par de ndmeros.

El priméfb que aritmetizé los vectores fue Lagrange en su

1ibro Mecénica analftics, publicado en el afio" 1788.

e TVl e U a0 s - yen

L 4 T
::‘i”z"“. e R 2. ”m 2" )T ¢ ;aj E l) La ‘1gura. adJunta r;e-
QDfﬁ PSRt | | SRR al; Gﬂ ¥ v¢{ presente un trozo del pla-
: -;;‘:.‘,-’x—/;‘ 5t Frtd ,"h::\"; . . :
SR S 5‘}{§?E:; i.{no de Barceliona. Dados los
IR i T B P e )
] 7§T)$;§3¢ vectores i , f , d :
S e Ve e ' ) P
2 ?§b a) Expresa,en funcién de
: Ei el vector que va- desde
la Sagrada Familia hasta

5o el Hospital de S. Pablo.
b) Escribe, en funcidn de
1. ?i_el vector que va por

: la calle Marina desde la

: Sagrada Pamilis hasta la

- calle P.A.M., Claret.

¢) Expresa, en funcién de

SO e .(O‘iégﬁ
[T9E)
..'.._2 ! e d -

v i, el vector que va por 1la
. calle Cércega, desde la ca
.~ 1le Cartagena hasta el de
Cerdefia.

.a 3
d) Esecribe f, en funcién
n, del véctor.que va desde el
“r\Hospital de S. Pablo hasta
la calle Rosellén, andando
por la calle Cartagerna. .
\ -

e) sPuedes escribir, en funcidn de d, el vector que va por la ca-
1lePadiiiz desde 1la calle Mellorca hasta la de Industria?.
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f) ¢Puedes escribir, en funcién de ?: el vector que va por la
calle Industria desde la calle Lepanto hasta la de Cestillejos?.

g) Expresa,en funcién de ? e?, el vector que va por la awenida
de Gaudf desde el Hospital de S. Pablo 2 la Sagrada Fsmilia.

h) Idem para el vector '3

i) Idem para el vector que va desde la calle Marina hasta la de
Cartagena por 1la calle Irdustria.

i) Escribe los tres vectores de los apartados g), h) e i) en
funcidn de’ ? i ? 5
¢ v - >

k) Idem en funcién de los vectores d e i .

108 APARTADOS a), b), ¢), 4), e) ¥ £) DEL PROBLEMA E-1

Y 10S PROBLEMAS E-2 Y E-3 I0S UTILIZAMOS PARA QUE EL ALUMNO °
DESCUBRA LO SIGUIENTE : "DOS VECTORES , V Y W , TIENEN LA
MISMA DIRECCION SI, Y SCLO SI, PODEMOS ESCRIBIR R?==>ﬁ?

B-6) En los apartados §), h), i) y j) del problema E-1 ¥
en el E-5 hemos escrito un vector en ﬁuncién de otros dos que

tienen diferentes direcciones.
a) Denmuestra que esto se puede hacer siep
7

q / N 1?, de distinta direccién y otro vector

cualquiera, existen dos nimeros reales

A 2 b cualquiera, oo operes, s

N /\\yp,talesque h 2Av $pvw
\\\H\\w (Sugerencia: dibuja tres representantes

de estos vectores con el punto de origen
comfin y aplica la regla del paralelogramo)

pre, es decir, que dados dos vectores, V’
b) Justifica grificamente que Ay M son Gnicos (utiliza la
figura del apartado anterior).

E-7) En el problema B~3 has visto que, si puedes dibujar
los representantes de &os vectores en una recta (tienen 1a misma
direccidn), entonces puedes escribir uno de ellos en funcidn del
otro. .

De la misma manera, has visto que si tienes dibujados en
el plano los representantes de tres vectores, siempre puedes @S-
cribir uno de ellos en funcidén de los otros dos, si éstos tienen
distintas direcciones y son diferentes del vector cero.

Decimos que, en la recta, un fnico vector (diferente de
cero) forma una base y que,en el plano, dos vectores diferentes

diferentes de cero y con direcciones distintas forman una

base. Llamaremos dimensibén al nimero de vectores de una base.

a) (Cuil es la dimensién de la recta?
b) Dibuja dos vectores del plano que formen base y dos
que no..

EN 1LOS PROBLEMAS E-8, E-9, E-10 y E-11 3E DEFINEN LAS
COMPONENTES DE UN VECTOR Y SE COMPRUEBA QUE SON UNICAS RES-
PECTO A UNA BASE, QUE CAMBIAN AL VARIAR TA BASE Y QUE ES IM=
PORTANTE EL ORDEN DE ESTAS. SE BUSCAN LAS COMPONENTES DE LOS
VECTORES DE UNA BASE Y DEL E? Y SE OBSEgyA QUE RELACION
HAY ENTRE LAS COMPONENTES DE ? ’ _V? Y V¢4 V Y 1AS DE

Vi W .

LCS PROBLEMAS B-12, : « « 4 E~17 SON DE CONTEXTO MA-
TEMATICO EN LOS QUE SE VE RAPIDAMERTE
CAR LOS CONCEPTOS ESTUDIADOS ANTERIORMENTE.

.A CONTINUACION ; APARTADO F, SE RESUELVEN UNA SERIE
DE PROBLEMAS DE CONSOLIDACICN , QUE SON, BASICAMENTE, DE DOS
TIPOS : PROBLEMAS DE GEOMETRIA Y DE MAGNITUDES VECTORIALES.

PARA' RESOLVER ESTOS PROBLEMAS EL ALUMNO TIENE QUE OBSER
VAR : 1e + EL MARCO TEORICQ,EL QUE HA ESTUDIADO ANTERIORMEN
TE EN LOS VECTCRES,Y, 22 SABER APLICAR ESTGS CONCEPTCS.

QUE SE TIEFEN QUE APLI
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etc..

CAPITULO .II: GEOMETRIA ANALITICA
A ~ INTRODUCCION

Burante la primera mitad del sigle XVII nacié una rama cemple-
tamente nueva de las matemdticas: "La Geometrfa Analitica", que esta
blecié un nexe de unién emtre las curvas del plapg y las ecuacisnes
algebraices cen dos incégnifas, que anteriormente Se estudiaban por
separado. Los griegos, hace 2000 afios ya estudiaban.algﬁnas curvas
del plano como: circunferencias, elipses , hipértolas, pardbelas,

que eram Ilamadas cénicas porque podian obtenerse por la in-

terseccién de un cono y un plano tal como se puede ver en la figura:

v

Por otra parte, las ecuaciones algebraicas .con dos incégnitas,
como,por ejemplo, 2x 4+ 3y - 1 =0 , RO se consideraban importantes
debido a Que tenfan infinitas soluciones (si damos el valor x = O,
3%y - 1 =0, y=1/3, por lo que X =0, y =1/3 es una solucién de
esta ecuacidn; y asf, si vamos asignando valores a la x , obtendre
mos infinitas s&lucionasde esta ecuacién).

Fue la geometrfiz analftica la que hizo ver 1a conexién gue hay:
entre estas dos cuestiones. Su;apaficidn no. fue accidentzl, la tran-
sicién en Europa a los nuevos nétodos de produccién requirié el pro-
greso de todas las ciencias. Durante el siglo X¥I, en todas las ra-
mes de las ciencias naturaleé se habfan acumulado datos empfricos 'y
perfeccionado ibs;instrument;s de observacién; por lo que, en lugar
de las teorfas escoldsticas ya anticuadax

3e empezaror crear

Lt oquevasg.

El rdpido desarrollo de la navegacién de altura necesitabe

urgentementé conocimientos mas avanzados en astronomfa y mecdnica;

de la misms manera, la guerrs iba incorporando los avances de la

mecédnica.

1) Le nueva concepcién astrondmica.

£
De los nuevos conocimientos destacaremos:

Claudio Ptolomeo, matemdtico y astrbénomo griego, escribib

hacia el afio 150

El sistema aqui representado es el cerrado y circular realizado por Prolomeo:
12 fierra se encuentra inmovil en el centfo. rodeada por las esferas del agua. el
sire y el fuego: por las siete esferas que contienen las orbitas de 10s planedas
Luna. Mercurio. Venus. Sol. Marte. Jupiter ¥ Saturnol: por e} firmamento de las

- sstrellas fijas. por el noveno cielo v por el cristalino (el primer movil). Fuera de

0dos ellos se encuentra el Empireo. motor de vida y movimiento del enwro
istema: v en ¢l fondo. los mismo en un séntido espacial que espiritual, et

. nfierno.

J.C. unlibro en el que daba la férmulas para

calcular los movimien- &
tos de los planetés. las
férmules se basaban en

1a hipbtesis de que to-

| dos los plenetas gira-

ban’'en trajectorias cir-
culares alrededor de la
Tierra,

A medida que se fueron
acumulando observaciones
celestes, los cdlculos
matemdticos se hicieron
cada vez mas complicados,
por lo gue los cientificos
eMpezaron a dudar de la
validez del sistema de Pto
lomeo.

Copérnico publicé en
1543 "De Revolutienibus
Orbium  Celestium’ , expo-
niendo la tesis que
los planetas giran en cir-

culo alrededor del centro
de la érhita de la Tierrs,

aproximadamente donde estd

el Sol, pero sin dudar de
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de la perfeccién de
los movimientos circu o . R
‘ - Estas leyes hicieron olvidar definitivamente la concepcién
lares de los planetas. . T N
P aristotélica del movimientc perfectamente circular de los cuerpos
, ;

sKepler perfeccio celestes as{ como la astronomfa de Ptolomeo.

8 nd las teorfas coperni
SRR fen, guid el e 2) E1 tiro de un projectil.

tronomia nova" (1609}, ' :

exponiendo sus dos 1 En la figura 1 ‘podemos observar la 'ilustracién del concep-
A primeras leyes s&hre to aristotélico de la trajectoria de un proyectil, concepcién gque
% el movimiento planeta pervivié hasta que Galileo, en el siglo XVI, descubrié gue un pro

rio: Yectil describe una pardbola, como se ilustra en la figura 2.

a) los planetas
se mueven alrededor
] del Sol en elipses;

! no en circulos, sien-

do el Bol uno de sus

focos.
b) los planetas no se mueven uniformente; sino de manera que,
Bi se trazase una 1linea desde cuzlquiera de ellos al Sol, esta 1i-
nea pasarfa a través

PRMLRA LEL DE KEPLER]
'f'i\oku,’\f)\ua, Q&,(pi)\t,o, , Qavis
iguales en la elip- Rl &ells aens oo

se en iguales perio

de zonss de dreas

dos de tiempo.

Lw

o

En su "Harmo-
nia mundi" (1619)

enuncié su tercera  Cr(owA WEL OF
ley sobre el movi- KePLewr
miento planetario: CpF, = EFF = GHY¥y

¢) El cuadrado (&4 ’*‘%"‘.'-'&5 radoadie tic'iW\(sz
del tiempo gque nece

a

TERCcERA WE{ OE
sita un planeta pa-

ot
LA
PortasTFYETITVu T evarp Yo 3o tT

_ KEvier
-l
ra recorrer su 6rbi = 0"5!“'? -‘fi“"ﬁ _r'l.‘ K RZ
T,= 0y : " é
ta alrededor dél iz ium? 7i=§b°300%§ i
Sol es proporcional ) Yoy Vo™ Novd H
al cubo de la dis- %\.‘X o, :
- - = I ©
S . s . :
ancia media que lic Rz Omp Qzden & eow Qs 152 %40 :D
epars del Sol ‘ K
- | —




226

3) La ley de Boyle-Mariotte.

Una propiedad esencial 'y caracterfstica de la materia en es~
tado gaseoso, es su gran compresibilidad. Esta propiedad, 2unque
ya era conocida en la antiglledad, fue estudiada per primera vez
desde un punto de vista cuantitativo por Robert Boyle en Inglate-
rra y por el.abad Marioctte en Francia. Boyle en 1622 y Mariotte en

1679 comproharon, cada uno por su parte, que: " A temperatura cong

tante , el volumen ocupado por una masz gaseosa es inversamente

proporcional a la presién que soporta."

» P =c/V 6 P.V = ¢

Représentando, sobre el eje de
abcisas, 2 los valores de V (vo
lumen), y sobre el de ordenadas
los correspondientés a P (pre-
sién), obtenemos la rama de una
hipérbola.

Vv

Déspués de que Kepler descubriera que los planetas giran al-.
rededor del Sol en elipses § (alileo que una piedra lanzada al
aire describe una parébola, fue necesario calcular estas elipsesy
determinar la pardbola que recorre una bala disparada por los cafig
nes. También interesdé el estudio de las hipérbolas que la ley de

Boyle-Mariotte daba para lag distintas temperaturas.

Estas cuestiones, junto con otras que no hemos mencionado,

hicieron aumentar el interé en el estudin de las curvas del plano.

Durante ia primera mitad del siglo XVII, en los primercs afios

, un grupo constituido por los matemdticos nds importantantes empe

‘zaron a penser en la idea de estudiar- las curvas del plano con mé-

todos numéricos (lo que normalmente se llame Ceometr{a Analitics).
Los que mejor se dieron cuenta de la posibilidaed de crear una nue-

va rama de las matemdticas fueron: Pierre Fermat, consejerc del

perlamento de la ciudad de Toulouse y Qatemético famoso en todo el
mundo y el conocido filésofo René Descartes. Este estd considerado
como el principal creador de la geometrfa analfitica y escribié el
gran tratado filoséfico
tamente la.razén y buscar la verdad en las ciencias con aplicacio-
nesa la Didptrica,. Meteorologfa y Geometria".

La Gltima parte de este trabajo, titulada "Geometr{a" y pu-
blicada en el afio 1637, contiene una exposicién bastante completa,
aunque no muy clara, de la teorfa natemdtice que desde aguella épo

ca se conoce por "Geometrfa Analftica".

\

)

B - 10S DOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE DESCARTES

Descartes deseaba crear un método que pudiera aplicarse en
la resolucién de todos los problemes de la geometris; .es decir,
que suministrese un método general de resolucién. la teorfa de
Descartes se basa en dos conceptos: el de las coordenadas y el de
representar en forma de curve a cualquier ecuacién albraica con

dos incégnitas, utilizando para esto el método de las coordenadas.

I PRIMER CONCEPTC FUNDAMENTAL DE DESCARTES. Coordensdas de
un punto: "“Aritmetizacién de puntos"
Por coordenadas de un
punto , Descartes entend{a lo
Y X siguiente:

"por un punto cualquiera,

5
i
P -~ =t—(32) : % 0, del plano se trazan dos
i ° ol : rectas perpendiculares’ (1lamg
1 J X das ejes de coordenadas). Un
T (32 punto P, del plano, viene

determinado por un par de ni-

meros (x , y); donde sl

"Discurso del método pare dirigir correc
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primero, x (llamado abcisa del punto), nos da la distancia de P al
eje de las Y, ¥ el segundo ndmero, y (llamado ordenada del punto),
‘nos da la distancia de P al eje de las X. Estas distancias se co-
gen con su signo correspondiente; por ejemplo, (-2, 3) y (2, 3),
(3, 2) y (3, -2), etc... Es punto de interseccidn de los ejes de
coordenadas, es decir, el que tiene coordenadas (0, O) se 1lama
origen. Con la introduccién de las coordenadas (1lamadas cartesia-
inas en honor de Descartes) se consigue "la aritmetizacién del pla-
no™ y as{ en vez de determinar un punto geométricamente sélo ten-
dremos que dar un par de nimeros ordenados; y, rec{procemente, al
dar un par de nidmeros ordenados estamos dando un punto. (Se supone

que estos conceptos no son totalemnte nuevos para ti).

Lo que haremos a continuacién serd relacionar la aritmetiza-
cién de puntos del plano con la de vectores gue estudiaste en el

tema anterior.

RELACION ENTRE LOS SISTEMAS DE COORDENADAS Y LAS BASES:
SISTEMAS DE REFERENCIA

B-1) a) En el sistema de coordenadas cartesianas de la figura
dibuja el punto P= (2, 3).

b) Dibuja la flecha de punto final en P , 8i su origen es

el de coordenades.

c) 8i los vectores'g& y EZ
de la figura forman una
base, encuentra las compo-
nentes del vector represen
tado por ?ﬁ? eniesta hase.

;Qué relacidén hay entre

£ o

las coordenadas del punto

-

)
4

P’y las componentes del

o4
vector representado por OPf.

Nota: Fijar un sistema de coordenadas, es decir, dar unos ejes y
una unidad en cada eje, equivale &8 fijar un punto, O, y dar una bag
ge de los vectores del plano. ‘Generalmente, estos ejes son perpen-—
dicula;es y-la unidad es la misma en cada ejé por lo que los vec-
tores de 1la base':; y :2 son de la misma longitud y perpendicu-~
lares. Pervesto no tiene porque ser asi; sino que tan solo hace
falta dar un punto como origen de coordenadas y una base cualquie-
ra para que cualquier punto del plano quede determinado por un par
de nimeros, como puedes ver en el siguiente pronlema. Siempre que
nos den un punto como origen y una base de vectores, diremos que

tenemos un sistema de referencia.

B-2) a) Eﬁ el sistema de referencia
de la figura, dibuja los

% siguientés puntos:

A=(2, 3); B = (-1, 2); c=(0,0)

/ V; D= (1/3, -1); E = (-2, -1/2)

b) Idem con el sistema de referencia: (0 ’-ﬁi 5 ﬁ;)

-

Q
W

w, 3,
_®

x 0

¢) Elige en sistema de referencia (O , :1 . ﬁé) ¥y un punto, P,
cualquiera. Halle sus coordenadas.

d) Define coordehadas de un punto en un sistema de referencia.

e) ;las coordenadas de un punto varién»al cambiar la base?

(Y al variar el punto de origen ?.
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PROBLEMAS DE APLICACION RESUMEN

B-3) a) Contesta, sin dibujar previamente, en gue cuadrante estd - B-7) a) ;Qué es un sistema de coordenadas?.
- el punto A(l, -3). - ' : .
Ve b) ;Cudles son las coordenadas del ori-

b):;En qué cuadrantes puede estar un pun en? '
0 to si su abcisa es positiva?. Sl
% ¢) :Qué coordenadas tiene el punto Fi- e ¢) ¢Qué es un sistema de referencie?.
. —_

1 nal del vector -5v;, cuando el origen | 2 d) ;Qué diferencias hay entre un siste-

es el punto O ?. ma de coordenadas y un sistema de

0 ' N referencia?.
B-4) Dados los puntos A (0, 0);.B (1 2

(0, 0);-B (1, 2) 4 e) ;Cémo estdn relacionadas las coorde-

y C (4, 3). ;Cufles tienen que ser 1
s 2)e ¢Cual que ser las padas del punto P y las componentes

coordenadas del punto- D para que el cua del t 6? -
= el vector s

drildtero ABCD sea un paralelogramo?.
: f) ;Cémo definirfas las coordenadas de

un punto en un sistema de referencia?.

B-5) Dibuja los puntos A (4, 1) y B (5, 5) y busca las coordenz g) Son dnicas?.

del punto medio del segmento AB.
k) Si cambiamos la base, ;varian las

coordenadas del punto?.
i) ¢Y si cambiamos el origen de coorde~
B-6) Le figura de la izquierda nadas?.
representa a una varilla

que tiene en los extremos

dos masas; m, de % unida- II) SEGUNDO CONCEPTO FUNDAMENTAL DE DESCARTES. "Comparazcién
2 de 5 . ' de las ecusciones con dos incégnitas y las curvas del plano".
Est4 en equilibrio median

des y m

te un hilo que la sostiene Antes de Descartes, cuando se planteaba una ecuacién alge-

braice con dos incégnitas; por ejemplo, 2x + 3y = 3, se decia que
el problema era indeterminado, yz que era imposible determinar es-

por el punto G. Cudles
son las coordenadas de
G?.

tas incégnitas desde la mencionada ecuacién; podfa asignarse cual-
quiervalor a una de las incégnitas; por e¢jenplo, x = 6, y, una vez
sustituide en la ecuacidén, obtener una ecuacién de primer grado

, con una incégnita (en el nuestro ejenplo, 12 4 3y = 3) que, en

general, tiene solucidén (en este caso y = =3). Cada valor de X,

arbitrariamente elegiig, con el hailado para y , verifican la

ecnecidn dada, (6.2 4!3(~3) = 3 ). » esta manera se decfa gue
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una ecuacidn indeterminada no tenfa interés.

Descartes considerd la situacién desde un punto de vista di

‘ferente. Propuso que, en una .ecuacién con dos 'incégnitas, la x

fuese considerada com la abcisa de un punto y la y correspondien
te como su ordenada. Si se dan distintos valores a la incégnita x,
¥y, para cada uno de estos valores, se calcula 13 correspondiente

¥y , se obtiene un conjunto de puntos gue constituyen una curva.

En el caso 2x <+ 3y = 3, si enpe

zamos a dar valores, obtenemos:

pera x =0 y =1, punte (0, 1)

" x=3 y=-1, " (3)"'1)

I . 5
N " ox=5 ¥k, v (5,-M)
" ox=6 y=-3 " (6 -3)

Representando estos puntos (y

otros) se puede comprobar gue la

curva , en este caso, es la ji-~
nea recta de la figura.

4 o
(Se considera & la recta como la curva mas 51mplc).

De esta manera, cada ecuacibn algebraica con dos incégnitas
estd relacionada con una curva totalmente determinade en el plano,
que representa a la totalidad de los puntos, cuyas coordenadas

verifican dicha ecuacidn.

Y, reciprocamente, a tada curva del plano le corresponde

una ecuacién algebraica con dos incégnitas.

A continuacién, utilizando lo que hemos estudiado en los

vectores, haremos lo siguiente:

. . / E N
1) Estudiaremos la curve del plano mis simple: 1a recta. Bus-
caremos distintas ecuacionesg que verifican los puntos de

de uns recte. -

2) Buscaremos la ecuacibén que cumplen los puntos de una cir<
cunferencia.

3) Idem para una pardbola.

4) m ». v glipge, ‘

5) " * % hipérbola.

En este libro desarrollaremos el apartado 1) & en libros

posteriores 2), 3), 4) y 5)."
DESPUES DE ESTA INTRODUCCION,QUE SE DA A LOS ALUMNOS,

PARA EMPEZAR LA GEOMETRIA ANALITICA HACEMOS UN'ESTUDIO DE L4S
ECUACIONES DE LA RECTA Y DE LA INCIDENCIA Y PARALELISMO DE REC-
TAS. & CONTINUACION, HAY UNOS PROBLEMAS DE APLICACION QUE PARA
SER RESUELTCS POR EL ALUMNO BESTE HECESITA APLICAR LOS CONCEPTOS.
ANTES INTRCDUCIDOS. MAS TARDE, SE RESUELVEN LOS PRORLEMAS DE con
SOLIDACION QUE PARA RESOLVERiOS EL ALUMNO TIENE QUE OBSERVAR :
I2 QUE EL MARCO TEORICC ADECUADO ES EL ESTUDIADO AHTERICRNENTE.
Y 29 SABER APLICAR ESTCS CCHCEPTOS.




APENDICE I : PERPENDICULARIDAD

. COMO CONSIDERAMOS QUE PARA EL ALUMNO NO TIENE SENTIDO
LA SEPARACION ENTRE EL ESTUDIO DEL PARALELISMO EN 22 DE BUP
¥ EL DE IA FPERPENDICULARIDAD EN 3¢ , SEGUIMOS CON UN-ESTU-
DIO EN EL QUE SE ESTUDIA ESTO OLTIMO. PARA MOTIVAR ESTE ES~-
TUDIO EMPEZAMOS CON PROBLEMAS COMO EL SIGUIENTE :

En este apéndice.estudiareﬁos perpendicularidad de rec-
tas y vectores; para hacerlo consideraremos un sistema de
ejes perpendiculares con los vectores de la base de igual
. longitud.

4-1) ILa figura adjunta representa a una parte del Mar Medite-
rraneo. Un yate estd realizando un viaje desde Port de Séllep
(17/12 , -3/19) hasta Barcelona (13/12 , 16/19}) . Un barco de
pescadores situado en el punto (3/2 1/2) en el que hay una
persona enferma envia un mensaae, por radio, al yate pregun-
tandole si puede recoger al enfermo y llevarlo a Barcelona. E}
yate no quiere desviarse de su ruta y el barco de pescadores

tiene poca gagolins.
'- %\\(ff};y S
) A(Ti“ﬁa

k‘\ﬁ 60 : o (B2
Y

a)¢En qué punto crees que se tienen que reunir los dos barcos?

b) Halla la ecuacidén de la recta que indica la ruta del .yate.
¢) Determina analiticamente 1la ecuacidn Ae la recta que tiene
que seguir el barco de nescadorug. (En caso de gue no le pue
das hacer hacer analiticanete, hazlo graflcamente) Esvrlbe
el dato que te falta para resolverlo analiticamente.
d)¢Cuales son las coordenadas del punto en donde uno de los
- al otro?

UNA INTRODUCCION A LA GEONETRIA EUCLIDEA

por:

Manuel Gongdles Dévila
Catedirético del I.B. Mixto 3
de Jerez de la Frontera (C4diz)

‘Juan Miguel Molina Bravo
Agregado del I.B, Mixto 3
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"momento

opera minimamente en el Esnacio Vectorial,

UNA-INTRODUCCION A LA GEOMETRIA EUCLIDEA
I. Uno de los problemas céntrales de la enseflanza de la Gep
metrfa elemental es el paso de la Geometria Vectworial o Afin
a la Geometria Euclidea, es decir la introduccidn del concepto

de distancia en el Plano, o en el Espacio.

El método usualmente emplsado para desarrollar la Geometria
Afin, consiste en la construccidn del Espacio vectorial‘\dsda
los uértorés libres y daspues el Espacio Afin sobre &l. Sin -
santrar a diécutirlo ahora, lo que no cabe duda es.que la mayo-
rfa de las definiciones y conceptos que allf se intrfoducen son
aceostados por el alumno como "naturales", bien por su utiliza-
cidn-en Fisica (0peradares entre vectores...) bien por su vi-
suallzaalon oréfica sencilla {bases, coordenadas, chaciones
de la recta,.,.). De este modo la Geometria aparece como lo -
aue es; como algo "matural” Y hasta cierto punto experlmental
Envgna nalabras Se ven las razaones de todas las reglao del -

Jjuego.

Par el contrario, para introducir el concepto de distancia
el método uswalmente empleado es hablar primero del Producto

escalar:s Un conreuto Q|e no cumple ninnuno de los requlsltn%

anteriores: Es una operarlon "extrara" ( V.u., s un ndmero real)

con alnunasvprnuledades dificiles de aceptar o visualizar -
(v.v;’D) y sobre tcdo, se pierde el "tono" llevado hasta ese
‘ pues .para el alumno "™ ya empiezan a aparecef cosas. -
raras", No se pueden negar las enormes ventajas de este enfoque

pnrn hay aue eliminar sus inconvenientes pedagoglcoq

Ll metddu que proponemos. nretende solucionar estos inconve-

o nientes, llegando al producto sscalar y a 1a distancia, sin que

aparezcan cosas (excesivamente) raras. SuponambS'que el alumno
{(bdsicamente el con<

ceptn de base vy codrdenadés).

0

2. Una vez desarrollada la Geametria Afin, el paso siguien
ts es intentar dar una definicidn de "lo que mide un vector";,
lo gue habitualmente se cono e camo "norma" de ese vectdr y se
denota ll ”

3. De la idea intuitiva de "medida" y del comportamiento
del médulo de un vector frente al pruducto por nudmeros reales

surgen las siguientes condiciones que debe cumplir una "pormafl

2.1) || 1 E€IR
2.2) 1B N =0 (2 2.1)
nPuzo 5i Vio 2.2.2)
2.3) AT IAL U H.>n-—\?n H\lllzsz)

(2.3.1)

“La candicidn 2. l) nos centra el prohlcma en establecer
+
una apllca01on de VV en]R"; de momento. la Unica relacidn en

tre vectores vy numaros reales gque tenembs es la utilizacidn de

- coordenadas reﬁperta a una base:

> - g -1V N 3
R EE I S e
- T Ve (x,y,2) | V2 x4 22305
Coho ésta apliéaci6n, nue arAcia a téﬁa vector sus coorde-

nadas., €5 un'isomarfismo, podemos transnortar el problems a

,|R3 g intentar resolverlo 2117, cun lo que la =solucidn sord

screlativa a lé,basw 8 gque ve haya tomadd. En definitiva sc

ta funcidn

+

PRARE R
ta de enconiar una exnrtaesidn Uara\‘cxla 2)|], 0 gega un
HiIR —> IR

5. Las funciones més senulllas san siempre los polinomios.

Poar.eso, -buscamos.dna fdrmula de tipo polindmico. Examinaremos
algunos, ] -
5,1) Pollnnmios Constantes.‘p e

‘La expresxon ll(x rz )Il-Kdebe rechazarse, pues 2 2) Obll

gar;a a K=0 en su. prl era parte y no se cumollrla la seglnda.

f.g) Pollnnmlos de primer gradao.

ciar
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tlon de si es pDSlblB hacer tal eleccidn, gs decir tomar -~ -

La expresidn !\'(x;"y,z) R E‘ax4_-py'+cz_+d' e;i veria pondiciong,

da di(la siguisnte Fnrma.;,, i T Bt |
1 0:°'° o0 Dd20" A e
(%,9;2) \—i—HC**:‘y,"Z)“'?d o, 6 09 €0
(basta anbar con las ternas (1,0, 0), (o,1; D) y (0 g l)) con
lo que uulueremos a [l(x,y,z) il = o, expresidn qqe‘Wa_fue
rechazada. S i | N

5. 3) Pollnomloq de seoundo grado..

Probsmoq zon H (x,y,z) H = ax+by+cz dxy+exz+?yz+gx+hy+‘
+jz+k i
| (0,0 u) H =0:>K=‘0 ‘
" (xyy,2) 1l i (-X.-y.-Z)ll?= O,h= 0y § = 0, probando
para (1,0 D).‘(o 1,0) v €0,0,1). |l ( x,y,2) [{ > 0 para
(x,y,z) 4 (0,0, D) = a$0, b>0 y c>0, probando nuevamente
con 71,0;0), 041,0) y (0,0,1).

Luego ‘quedar¥: it (x,y,z)][ = ax+by+cgidxy+exz+FyL
a0, b>0 vy c)»O‘ '

Oe todas Formas,fﬁﬁ.aras de una mayor simplicidad’'de 1la
expresifn podr{amos aptar por: -
Y (x,_y;z‘)'“ = a>?'+by’§-cz" don a»0, b>»0 yc>0 con lo que
se’ cu‘mplirié ihma’dia"t;.ame'nta‘. qua ” 7 ll >0 6%V #0 :

Esti punto es el mis dsl;cadn. Se poﬂrla plantesar 1la cueg

dlrautaments de=g=f=0, ’

Esto se pueds resolvep'v;endd\qqa,'efectivamente: al Fiﬁ#%

.de todo el proeceso obtenemos dna-nqrma que cumple las chdi;:_

ciones deseritas, - .I-

: : ¥ AN . .
* Otra forma de solucignar estse prdblama 8s comenzar en 5.3)

con poiinomios de 20 grado mis sen01llos que el pollnomlo -
general, por- eJemplo con polincmios del tlpo. axt, ‘

ﬂJP habria que desachar por (2.2. 2) Prabariamos despuee con
ax+by+cz que cumple 2.1) y 2 .2) siempre que a>D 80"y cp0 ,

\ y

by o cz

‘pero no se cumpliria (2.3.1); de aqui se podria pésar al po-.

linomio general y mediante sl estudio precedents se llegaria
a queléabe de ser da la forma.af#byﬁciﬁdxy+exz+?yz para que
se cumpla 2.1), 2.2) y 2.3.2), pero tampoco se cumpliria -

2.3.1) pues A "
TRNERTENIE nix, Ay Ay nsAi(axt4bxtcairdxyt

+ex213y2) ,

mlentras ‘que: ‘ . )
pxn(xey @) e tAd (zefby +c2i+dxy +e.x2+f\l2‘
En definitiva el problema es el mismo que si utilizamos

ax+by+cz
mismas cohdiciones gue axﬁbyiczﬂdxy+exz+?yz y falla también

1unlcamente, puesto gque esta e¥presidn cumple las -

en la misma condigidn, es decir en (2.3.1).
) %
Naturalmente todo esto se puede plantear de un modo expe-

~rimental y buscar otras posibilidades, pero en principio es

razonable que al ®legir el polinomio lo hagamos de tal for-
ma que sea el mds siencillo posible y as{ facilitar las aope-

raciones.

Hasta ahora tenemos [l V ] I (x,y,2) | = ax*bytcz con
a>»0, b0, c>0
Se trata ahora de intémar que se cumpla (2.3.1)
6. De“l}: (it%r‘ezs'l)o‘r;es_. (nx +b\[z" cz‘? ,
PAL 0 (x,y,2)0n = Al (axr+by™tc2?)
Se deduce nue hay que hacer desaparecer el cuadracdo de A,

lo que se pueds conseguir de varias formas, utilizando la -

raiz cuadrada por ejemplo:
a) Tomar wx,gy,2)n = axz4byz+czl
b) Tomar \\()‘,\/ 2)” A \fx +‘bel +e V22 -

zalxl +b iyl +ctz)

c) Tomar || (:)( gy,2)u = Vaxl.;.by'?— +clz)

La forma de optar entre todas ellas puede ser "pintar"

1a "esferah dg‘radlﬂ l, s deczr el conJunto {\; ‘1‘U>l|-



"

~

¢

Y]

Dibu jando cada caso para una base:

obtiene:

a)\ax*+by*4cz®

Dos

hipertoloicdes

§

glipticos.

Tt

se

Parecs praferiblé escoger la férmula a).

Ademds, teniendo en cienta qua & =N (hD.D)n:\)Zsen
’ nrj’L n=iv(o,1,0) h=Np
NNz (0,01} 1=\

cuanto elijamas valores para a,b,y c tendremos fijadas las
unidades de medida en cada una de las tres direcciones mar-
cadas por los vectores de la base B, por &llo parsce "natgb
ral® tomér laé normas de estos vectores como unidades de me-
dida para cada direccidn, lo gque equivale a tomar a=b=c= 1,
con lo gue resulta para cuvalquier otra direccidn I} V>l|-
xttytir2?

asfera.

y el elipsoide del caso a) es ahora una

Esta dltima eleccidn se justifica perfectamente, pues si
lo que pretendemo< es estudiar un espacio homogéneo & iso-
tropo, ‘lo loglco es tomar todos los vectores de la hbase con
la misma "morma", y asi las unidades de medida serdn la~ mis-

mas en todas las direceciones,

En definitiva hemos obtenido:
'Upll = (Y,y 2) U = V::;;;;:T;:
Esta formula cumple las propledade° 2.1)y 2.2) y 2.3) y
también se puede probar que cumple la desigualdad triangu-
iar“\;i\_rsuéll?“-}“‘\?“ ; con lo gque tendremos que cumple

todas las propledades que caracterizan a una narma en el sen

tido matemdtico del términc.

Ndtese la fuerte dependencia de 1as "normas" de los vec-
tores respecto a la base B f1ijada de antemanao.
Més roncretarente, lo gue hemos hicho es construir infi-
nitas ndrmas, una para cada base.
Ee¢ corrisnte insistir, cara al alumno, en que desde el
. 7 . R .
sunto e vista mategpdtico no hay ninguna privilegiada. En
-4 iz dsfinidae cumplen la desigualdad triangular

ar
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y son . por tanto normas en sentido topoldgico, aungue algunas-

den. resultados que chocan a la "intuicidn fisica", por ejem-

 510, bastaria tomar la base B;con_sﬁs vectores de "lohgitud
fisica" distinta. Con la norma definida emr esa base median~

1 7 ' :
- te X+y%Z , resulta gue todas sus vectores tienen normas

iguales a la unidad. .

Precisamentelcomprende?qUQ:la aparente "anormalidad" de’
estos resultados se deDe_a qﬁe se tiersuna forma prefi jada
de medir es distinguir lo que -.es accesorio de lo que es esen
cial, es decir COMPRENDER. Hay que tener en cuenta que al =~
decir nque. los vectores de la base no’ pueden medif'igua}; se -
estd implicitamente diciendo " respecto a la medida. ¢{sica™.
Pero =5 que ésta es una mds y nd tiens nada de especial des-
de 8l punto de vista matemdtico. En general la unidad de me-
dida qus res.lta no es una unidad de longitud f{sica. 0 di-
cho. de otra forma, no hay manera de decir que la unidad de
iongitid de un eje es igual a la unidad de longitud del otro.
Adeﬁésvel hecho de que haya infinitas "longitudes” plantea
una difsrencia clara con lo Afin donde soleo hay Qnaﬂfprma
de sumar vectores, etc., Es decir solo hay .una geometri?'??in

del planao y hay infinitas euclideas agungue todas'ellasnlés

estudiemos conjuntamente. padavconcepto iﬁtroducidq-dspendé
puésc e la norma (o del producto escalar)intrndUcidb.'La
métrica no-es. alno “ihherente al plano sino algo: que afiadi—
mos para EStUdl irlo, Con la nocidm de ortogenalidad ocurre
igual: Hay ipfinitas, y la nocidn natural de perpendiculari-
dad as sdlo un ejemplo de ellas., E1l alumno debe comparar es-

ta situacidn can la nocidn de paralelismo en el Plano Afin,

El problema gue se plantea ahora .es la introdueidn del
“ancepto de producto gcscalar a partir de lo hechb. Perao es
preciso 1nsxst1r en que el produnto gscalar no es una idea
nat:rs), =inn un concepto algebralco que 51mp11flca gnorme-

mente los cdleculos. Pear tante eps a la hor  da gpersr  dande

depberd aparecer. tn yenerai, las consideraciones geométricas |
" 1 - <

‘ dehen servir.para colocar el proUlema en ‘una buena situacidn
y los cdlculo psra acadar de resoclverlo.
7. Se trata ahora de estudiar la introducidn del producto
@scalar.
Independientemente de como se haga esto, si se ha liegadg

a alguna de.las expresiones:

o) Tl e (@ 0o a0 1@ )

R =t L - rRY
DR (MTU+ nwnt = nV-w “)

*

| av.w='v( uG’+C§ NIy dir S (B!

enLonoes basta hacer operac:! :irtes pars obtener:

>
\}.u)> T X Xn + Y YL +E 2,

\

G A



A continuaciun se indicn come justificar las fdrmwlas a)
y b) anteriores. Natur@Bmente, las dos justificaciones son
parfectamente intercambiables.

8. Justificacidn de la fdrmulas a)

Se trata de estudiar la aberturs formada por dos vectores,

y en particular tr:tar de encontar un ndmero que sirva para

medir cicha M"abartural.

Con arregls a loz fibujos anteriors: (en todos los cuales

S - .. : R
vy I I} permanecen fijas ) parece que lo que ‘"mi-
" . . = -3 3 -
dn la arcetora® es U4w o més propianerte H T+ N . Cudnto
mayar o bsomormn, <menor es la fabertural,

: : Thried : " St n
Ha sirve \§v+u '} com~ "medida ‘e la abhertura"™ nuesto

nue lo oo pares de vectoves siguiontes

—»
b

8

z »

tienen la misma "abertura®" pero "‘3+ﬁ H o« “ 345 1)

Lo gue se trata ahora es intentar encontrar una fdrmula -
gque "mida la abertura" independientenente de las normas de los

pares de vettores gus definen dicha "abertura".

Un intento elemental para solucionar estz praoblema puede -
” .
ser restar las normas, elevandolas previamente a2l cuadradao pa

ra suprimir la raiz, que es siempre molesta.

Es decir, se nuede intentar utilizar como "medidz de la -
B e T - 2=
NV +W 2= - 1

Estp también depende de ll 7 “ y de H Ti(l . Defiritiva-

mente se obtiene una "medida:?e la abertura™ con la fdrmuls:
W& 1 -7 0w

abertura”" €l ndmerc siguiente:

NN . n1sn

Si se sustituye ?por ,\T/"> y: T? por ,aff?, se comprueba
que la fdérmula permanece constante, es decir que depende so-

lo de la "abeagtura".

Entonces definimos:
PR =L DN YW -
(E1 factdr ¥y se Justifica por razones de simplificacidn de
cdlculo posteriores). -
A

cos (Vyu) = mimmmomemmemooo

o equivalantemente:
- Tk o wR N




P8 = NPT . cos ()
Quedan asf justificadas estas dos importantes fdrmulas ,

a partir de las cuales se puede cagntinuar con el desarrollo

cldsico de estas cuestiones.
9, Justificacidn de la fdrmula b)

£1 punto de partida es andlogo al anterior: Asociar al
, ] — -
angulo formado por dos vectores a y b algo que nos per-

mita calculal dicho dngulo.

Al observar lns tridngulos de la‘Figura de arriba, en to-
dos las cuales ’{3>ll y [{T?Ilpermanecen fijos; se observa
alco claramente:

~ : 7 A — . .
Coanforme aumonta el angugo q..e forman 3 y ‘B , aumenta

s —> . . .
\(a’ - b l'. Parece pués natural penzur que haya alguna rg

lacidn entre dicho dnquln y expresiones en las que aparezcan
-2 LD ’ - -

Wal, e vy g - sl

. 5 o —
Vamos pués a asociarle al dngulo que formen # y b

una demostracidn que no utilice 8l producto escalar: cansis-

te en aplicar dos veces gl teorema de Pitdgoras.

Basta con comparar ahora esta expresidn del teerema del

cosenoc con la definicidn de prodycto escalar para o-tener:
—— — -— -5 - .
2 . B= TN, cos (ana( B,B))

Esto nos permite por fin calcular-ang ( B,B ).

}0, Naturalmente suroe la .cuestidn de como relscionar to-
do esto ron la "Geometrfa cldsica". Excepto en el punto 8 ,
todn 1o dicho vale para cualquier base. Utilizando una en par
ticulur, se obtiene una traduccidn de la "Geometria Euclidea

cldsica" a este leng.aje.

£n efecto con una base cdonde lous vectores “midan una uni-=

dad de tonnitud" y ¥ formen des + dos Angulos rectos" resul-
tai

10,1} ta longitud de un vector {lo que se llama su mdédulo)
goindirde con la norma. Esto sal: directanents de le defini-

16n e norma vy el tegrema de Pitdgoras :

i




una de esas expresiocnes, gque vamos a llamar producto escalar,
(Cual de ellas?. Como tenemos muchas para escoger, vamos a
esigirle a nuestra expresidn algo mds. Lo mds "importante™
que le puede pasar a dos vectores desde el dngulo que forman
88 que sean perpendiculares} Vamos pués a exigirle a nuestra
expresidn que nos permita distinguir claramente los vectores
gue son perpendlbulareq.

“¢Hay alguna expresidn de este tiwso que nos permita ver' fa-
Qilmente si los vectores son perpendirulares. Si. El tesorema
de Pitdgoras nos dice que si vy B son perpendiculares, en-
tonces )13 1% ” » -z - T %= 0. Esta expresidn nos mues
tra claramente. cuando dos vectores san perpendiculares y adg

mas esta claramente relaciaonada con el dngula que formen 5

-t

y b : a mayor valor del dngulo, menor valor de la expresidn.

Esto es suFiciehte justificacidn para definir provisianalmen
TN 2
te: & =02 H+ Nen= s - sl

Los‘alumnos pueden empezar ya a trabajar con la relacidn

existente entrs producto éscalar y dngulo. No tienen un do-

'minio de la trigonometr{a suficiente psra comprender gue la

relacidn ‘mayor 4ngulo-menor producto escalar, implica una
unidn entre ambos a traves del- coseno, pero pueden observar
por ejemplo lo siguiente: 5i dos vectores forman dngulo agu~
do (menor que el que formarfan si fuese recto), su producto
. o8 . . .

escalar serd mayor de lo que es si-forman angulo recto, es
decir, serd pos 1t1v0. Andlogamente, =i dos vectores.-forman
un angulo abtuso su producto e=calar serd negatluo.

Vamos a'lntsntar ver exactamente cual es esa relacidn,. Y

@ ver si con ello somos ya capates no -sdlo de saber tosas de

ang ( ay b ), sino de calcularlo.
N -
vPara ello basta con obssrvar que el- teorema del coseno nos

-anl-ll?)l+l’bll’ 2 I3 e’ ”cos ¢ang (3 ?))

dice quei

Naturalmente, si Jos, alumnos desconncen al teorena del

[DEL ‘l‘..l: ilén:ngu-lo:

10.2) Dos vectores son ortogonales si y solo si son per-
pend1CUlares. Es decir, con esta base la nocidn Geométrica
de perpendicularidad ge traduce en la nocidn algebraica de
ortogonalidad que es mucho mds operstiva.

"En efecto 2
V.V 0L “v Mol | LS T I A T llu’ll‘[,..)
AP = T lU’) e
LDIBEP (3)

74, \77 es rectsngulo. ::)

Z:;Sj> T? 'I? son perpendiculares.

(1) Formula a) del punto 7

(2) 101

(3) Teorema de Pitdgoras

(4) Definicidn de tridngulo recténgulo.

11. Con todo lo hecho se Justxflcan las deflnxcxones de
norma, producto escalar, coseno y la utilizacidn de unas bases
especiales que con los resiltados que se obtienen. posterior-
mente permiten analizar la estructurs guclidea del espacio;
o del plano pues todo lo desarrollado es vdlido en este ulti
mo caso sin mis que dGtilizar 2 coordenadas en lugar de tres.
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LA GEOMETRIA AFIN DEL PLANOD

,

Para abordar el estudio de la Gedmetria dsl plane,'ée‘-
suele comenzar con los vectores fijos, que no se definen vy

-simplemente sea describen a tiavés de ideas intuitivas como

mﬁdulo, direccidn y sentido. Se construye despuéé, por me=-
dio de la relacidn de equgbolsncia, el espacio vsctbrial
\Vzda los vectores libres del plano y se continda con el -
astudio del planco affn relacionando adecuadamente puntos

.y vectorses.

Parece éxistir un acuerdo geheral entre los profesores
de Matemiticas en el bachillerato en'cuanto a los inconve-
nientes didécticos de este aistema.

En primer lugar, resulta diffcil que los alumnos compren

dan el antramado subyacente a-la construccidn da\Vzmadiag
te la relacidn de equipolencia. Se considera un 8xito guse
simplemente se queden con la idea ds que un vector se pue~-
de desplazar paralelamente a donde interese.

Habrfa que discutir también el hecha de que ss praeten-
da hacer una qunstrgccién'més o menos formal de la Geome-
tria y se comienze utilizando’diréctémente conceptos como
"médulo","distancia",“diredci§n";"sentido", etc..

Estos 2 inconvenientes se suelen solucionar a veces co- .

menzando directamsente con el estudio de los vectores libres
del planc, es decir afirmando la existencia de un espacio
vectorial cuwycs elementos llamados vectorses se pueden dibu-
jar en el plano en diferentes posiciones, obtenidas todas
ellas mediante desplazamisntos paralelos, con lo que en de
Fin;tiva 2 vectores que se pueden supgernar mediante des-

plazamientos paralelos son iguales.

Se Utilize uno fL otro sistema, existe la sensacidn de -
qus a partir de este momento, es decir a partir de la intro
ducidn de los vectores en el plano, la gsometr{a (quq es o -
debe de ser algo natural y experimental) se convierte en al
go inaccesible para la mayor{a de los alumnos. Y las cosas
ss Eomplican definitiyamente cuando se continia conwcuestig
nes caomo dopendendia e independencia lineal, bages, reFareg

cias, etc..:

-y néturalmehte,_después.de meses de estudiar la geometria
del plano mediante vectores, sl se pide a cualquier alumno
que "pinte un_blano", dibuja dos rectas que se cruzan , ol-
viddndase con buen critefio, de todo el bagaje vectorial
que se suponia,que'debetfa haber adquirido.

- ¢Qud es lo que ocurre®
~ En huaatra_upinién y de acuerdo caon las ideas generales

sobrs lo que debe ser la geomutr{a; en todo este plantea -

miento hay 2 errores bédsicos:

‘19)-U£ilizar desde el principio y de sopetdn los vecto-
ras del plano, sin dar ninguna razdn que Justifique su in-
troducidn. El.raqhazo que se producs entre los alumnos vi-
cia todo el desarrolle posterior y crea una situacidn men-
tal entre los .alumnos que es casi imposible de superar pos-

teriormente.

'22) Nadie ss imagina el plano como un conjunto de vecto-
res. Los vectores no son un instrumento de descripcidn ni
de definicidn del plano sino, a lo sumo, un instrumento de

calcule.

En definitiva todos los conceptos del plano daeben ser -
Iintroducidos naturalmenta, poco. a pocu,'medlante ‘pequefios
saltos que permitan gye se acpte obviamente la necesidad y
oportunidad de dicha “nttoducién. Siempra tienen que “tener

respuestas, preguntss como: °




Por que se hace esc?,&Por‘dué'aa define sso asf{ y no de
otra forma?, gPara que sirve tal cosa?, etc... Lo que quizds
caracteriza a la gsometrT{a elemental es gue se puede cons-
truir de tal forma que todas estas preguntas tengan respues
tas 8 incluso que las respuestas puedan ser formuladas por

los propios estudiantes.

Es precxsn ‘insistir en que los vector#s no son algo inha
rente al planu, que se pusde hacer la gecmetr{a sin ellos y
-que si por el motivo que sea tonviene que aparazqan, debe
de sar en el momento adecuado y preciso.

Hay una ciarta ‘tendencia ultimamente a volver a ls ense-
3ﬁanza c1351ca\de la geometria analftica, donde se Wtiliza-
como, 1n3trumsnto basico los sistemas de e jes de coordenadas,

es dac;riun par.de rectas que se cortan. Este instrumanto
no p?bvocé nihgqpa,sensaciﬁn'de-rechaZU porqud las rectas
son algo natural del plano.

'Loque debemos prefendep 8s cbhstfuiritoda la Geometr{a

elehehtal a basé da saltos lo mis pequefios posibléa y tra-
tando’ siempre de justificarlos al maximu.»Lo que cresmos es
que hay que svitar las definicionss por "Real Decrato" y -
"porgus ya se verd an el Fuﬂuro lo titil que as"'-o por otra
parte los engafios con premeditacion y alevos{a "norque los
muchachos no lo entenderian ds otrz forma". Si como decia
H. Lebesgue: "La Unica ensefianza que. un profesor puede dar
es pensar delante de los alumnbds™, no nos queda mas remadio
que hacsrlo BIEN, dslante_da'ellos; lo que implica.su par=-
ticipacidn con claridad y rigor (.?igbr de pensamiento, ng

necesariamente de exposicidn). En definitiva, con respeto a.
su capacidad intelsctual en formacidn.

GEOMETRIA DEL PLANG

1. E1 plano Afin

1.1 La primera cuestidn que hay que estudiar en la Geo-
matria del plano son las definiciones bdsicas. Estas defi-
niciones explican las relaclones mds sencillas entre los =
nbjetbs‘que vamos a mane jar. Los ob jetos gquedan definidos
dnica y exclusivamente por las relaciones bésicas y el ob
jetivo de la Geometrfa es deducir de estas relaciones otras

gensralmente mds comple jas.

Decimos Geometria porgus los objetos de los que tratamas
se refiﬁreﬁ a ideas espaciales. Normalmente se trata de i-
deas espaciales perfasctamente intuibles, Es decir, &l esps
cio del gue hablamos es el espacio de la experiencia.

1,2 E1 plano de la Experiencia.

(1.2.1) £1 planc es un conjunto T
A sus slementos los llamamos puntos.
En el plano podemos sscoger tantos puntos como queramos,
es decir Axiog= LAll El plano es un conjunto infinito de

puntas.

(1.2.2) Ahora tratamos de subconjuntos del plano. De los
subcon juntos del plano los mis sencillos son las rectas.
,Por qué?. Siempre que nosotros nos referimos a una linee

recta nacesitamos 2 puntos de refarencia:

"Tal avidn vuela en linsa recta desde _A_ hasta _B_"
"Tal ciuvdad estf en linea recta con _A_y B "

Esto quiers decir que solemos entender que una linea reg

ta se conoce cuando nos dan 2.puntos ( Ay B ) distintos de
slla: podemos considefrarla como un subcoenjunto sencillo del
nlann, povaras g8 el mhc facil de determimar.

Fie
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Enunciamos:

ﬁé%gﬂgggaiﬁil Una recta D es un subcon junto del plano I
D es un conjunto infinito. D# TT

Axioma 3.(A3) Dados 2 puntos distintos del pland»TT,CL,b

existe una unica recta D(a,b) de tal mane~
/ ra que ambos puntos pertenscen a ella.
Resulta claro que realmente lo que hace 8l Axioma 3 es -
relacionar l6s puntos con las rectas y ademds ssta ralgcién
#s la que caracteriza a la recta.

Este aspecto puede resaltarse comparando esta propiedad
y todas las que se enumeren respecto a las rectas, con las
que se obtiene sustituyendo rectas por circunferencias u -
otras figuras y estudiando la validez de las propiedades -
enunciadas as{.

Este es un s jercicio utiifsimo a lo largo de toda la =
Geomstria.

(1.2.3) Vamos a ver shora un ejemplo de como se utilizan
los axiomas, es decir un ejemplo de un teorema de la Gaome-=
trfa que sstamos haciendo.

Sabemos que dados 2 puntos distintos hay una sola recta
que pasa por ellos.

5i sple damos un punto (J) puede haber muchas rectas gue
pasen por 6l. Vamos a .ver que de hecho podemos deducir de
Al,A2 y A3 oque hay infinitas rectas gue pasan por é1.

Teerama Por un punto P del plano pasan 1nfiﬁitas rectas

Demostracidn
3 p'# p por Al
Juna dnica recta-Dp
- ) I
3p »%’Dppnpor A 2 ‘ . ‘
Una unica recta Dp.p,vquo pasa por p'y p" por A 3

p* que pasa pof pyYyppor A3

p¢D_p'p" pues si Pe Dp'p® ‘entonces por Axioma 3
Dp'p" = Dpp’ pero p"{ Dpp'

Dado P hemos construido una recta que no pasa por P. -
Esta recta es Dp'p". '

. Ahora para cada puntoc de esta recta Q podemos conducir
la recta Dpg que pasa por P. Seglin A2 y A3 hemos construji
dos 1nfinitas'féCtaa que pasan por P, <

(1.2.4) Si se observan minusiosamente los axiomas. Al,
A2 y R3‘g§ vé que en ningun momento se caracteriza al pla
no. Lo Gnico que se dice de é1 ss que es un conjunto infi
nito. '

Es decir, como todavia no hemos caracterizado al plaﬁo

.1os axiomas Al, A2 y A3 pueden definir las rectas en otro

espacio} Ror e jemplo, todo lo dicho anteriormente se cum-~
ple en el espacio. :

Tratyﬁos éntnncés de distinguir entre los 2 casos,
Intuitivamente: '

Rocia no /
contén1d7 en 1T

/
/

D ‘del espacio

E Plano” dentro
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Sabemos que en 7T hay una recta que no pasa por P, sea
D. ¥ en consecuencia (1.2.3) hay infinitas rectas que pasan
por P y cortan a D en el espacio también. La diferencia no
‘gggé.an las rectas que pasan:por P y cortan a D sino en las
rectas gque pasan por P y no cortan a D,

En el espacio hay muchfsimas mds. En TT 1a situacidn es
la siguiente:

- [}

Y podemos sfirmar gque. snlo hay una recta (D) que pasa por
Py no corta @0 y esta propiedad distingue claraments los
2 casos,

Por tanto debamos imponer un nuevo Axioma,

Axigma 4

.{A#) Dada una racta y un puhto, que no pertene-
ce ella, existe una dnica recta qus pasa por el punto y no
corta a la recta.

Es importante distinguir snire un razonamiento intuiti-

" vo como 8l anterior y un razonamiento deductivo como (1.2.3)

Y esta es una buena ocasidn para hablar de la nocién de
demostracidn y su relaciédn con el concspto de verdad en -
Matemdticas. Se aconseja la lectura de ¢ Bourbaki, Nicolas.

Elementos de historia de las matemdticas. Madrid. Alianza
Fditorial. 1976. En especial el apartado titulado: "La no-

cidn de verdad en matemdticas”,

(1.2.5) 2 recteas anTl que no se cortan o que coinciden,
suelen lldmarse paralelas., Puede deducirse de A4, por ger-
cicio, que la relacidn Psérvparaléla“ en el conjuntoe de reg
tas del'plano I es de equivalencia. Y cada clase es una -
direccidn del planc. ”

(1.2.6) Sean ahora dos rectas D y D que se cortan,

Vamos a demostrar ahora que a cada punto del planc le -
podemos asociar de una forma Ynica un par de puntos, uno

pertenece a D y otro a D.

En efecto:

~




(1) Cada punto P pertenece a una dnica recta paralela a
0. (Utilfcese A4)..

(2) Cada recta no paralela a D corta a todas las pafgla?
Jlas a D (supongase lo contrario y utilicess que la relacibn
de paralelismo es transitivavsegdh:se‘ha dicho en (1.2,5)).

La observécién'(z) implica que cada paralela a D deter-
mina un dnico punto en cualquier transversal a 0 (por ejem
plo en O).

Repitiendo el proceso con § en lugar de D'resulta ques -
.cada punto P pertsneca a una dnica paralela a 0 y determi-

nar un tnico punto an D.

En definitiva hemos asociado a cada punto del plano un
par dnico de puntos, uno en Dy atro en D.

Utilizando A4 se puede demostrar el reciproco y a partir
de 2 puntoé'cualesqdiera.uno an D y otro en b, cbtenemoas un
dnico punto del planc.

-Todo lo anterior ss resume diciendo:
T=pxD, ¥b,B D#B pnb#
Y ademds responde exactamente .al proceso de localizar un

punto en un plano., Tal como lp'realizarfa cuslquier persona.
{Por e jemplo como ss hace &l plano ds un tesoro).

La igualdad anterior nos diqp el sentido que tiens la -
frase " sl plano tiene 2 dimengiones"; para nosotros esoc -
significa: El plano es el producto cartesiano de 2 rectas.

(1.2.7) En los apartados anteriores lo tnico gue hemos
hecho es dar un aspecto formal a las ideas Geometricas que
las personas usan normalmente. Estas ideas son la base de
la Geometr{a que estudiamos, que por tanto corresponde con
bastanta perfeccidn a nuestra experiencf&; las definiciones

' que hamos dado nos permiten razonar con suficienfe'aeguti-
dad sobre nuestras ideas del plano. Esa es su utilidad, y

‘ese proceso se le llama formalizacidn del plano intuitivo.

Debe quedar - laro que no decimos que haya que demostrar
todo, sino que poseemos un metodo que podemos "ensayarlo"
todas las veces que lo necesitsmcs para estar seguros des

.de el punto de vista matemdtico de la certeza de lo que -

estamos haciendo.

En otras palabras, uno de los objetivos de la Geometr{a
es. la iniciacidn a la demostracidn como método de deduccidn
ligica a partir de unos ciertos axiomas, ’




4. Hemos demostrado ya gque por un punto P pasan infinitas

rectas del planc. Mas adn, hemos obtenido estas infinitas reg

tas unienrds P con cada uno de los puntos Q pertenecientes a

u4na recta r en la que no estd P (Vease 1.2.3 ).

$Son todas estas las rectas que pasan por P?

Se¢ demuestra facilmente que falta solo la paralela a r

que pasa pot P,

A\

£Es decir hemos determinado el conjunto de rectas que pa-
Zzan por un punto P, -
A lo largo de 1a Geometrfa surgen naturalment? nreguntas
de este tipo, como por ejemple:
¢luantas rectas determinan 2 punﬁos?
¢Cuantos tridngulos determinan 2 puntos? 4Y tres?
(luantos cuadrilateros determinan 3 puntos? LY cuatre?
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En particular se puede piantaar la siguiente cuestidn:

{Cuantos paralelogramos determinan 3 puntos no alineados

A,B,C,? \‘0\\
T~
| ~Na
\ o~
i RN 3
| 8
P \ ~
\ \ ~
At u Sy
\ So | <7
\ S | -7 »
\ \~§;"’,/”
\ 1 C
v -
~ .
v

La réspuesta es 3. Son los paralelogramos ABDC, ASCD%AD'EC.
¢Como podemos "distinguir® los paralelogramos ABDC y ABCD'?

En el primero de ellos, "C es a D como A es a B" y en el
ségundo es lo contraric, es decir "C @as a D como B es ' a A ",

Precisando mds se puede decir que D se obtiens "trasladap
do C segdn AB"™ y D' ® Trasladando C segdn 8A ",
También parece que las traslaciones "segdn A3 y segdn BA

son opuestas",

Mediante unos cuantos ejercicios y suficientes dibujos se
deben buscar propiedades que las "traslaciones" parsce que
'deban cumplir. Por ejemplo:

a) Transformar ptntos en'puntos.

b) Son aplicaciofies biyectivas.

263
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c) Tranforman puntos alineados en puntos alinéadoa, c lo
que es lo mismo rectas en rsctas,

d) Consservan el bafalélismo;'2 rectas paralelas siguen
siando paralelas despuds de "trasladadas", o le que es lo
mismo las "traslaciones" conservan la direccidn,

8) La composicidn de 2 "traslaciones" es otra "traslacién"
f) La composicidn de "traslaciones" es asociativa,
g) Cada "traslacidn" tiene una "traslacidn opuesta®,

h) La Ytraslacidn® definida por AA deja invariantes todos
los puntos del plano y por eso se le llama identidad.

i) te composicidn de "traslaciones™ es conmutitiva.

j) Dados dos puntos P, @, existe una dnica "traslacién"
gue lleva P a Q, precisamente la "traslacidn segdn PQ".

k) Excepto la identidad, las traslaciones no tienen nin-
gun punto fijo.

1) La "traslacidn segdn AB "deja fijas globalments a cual
guier recta paralela a la gue pasa por A y B,

En este momento daba‘plantearée como objetivo la obtencidn
de una definicion correcta ﬂé traslacidn que permita asegu-
rarnos si las propiédedes propuestas'y otras por el estilo

son ciertas o no.

Lo que la traslacidn tiene de sencillo respecto a atras
transfOrmaciones es que conocidsa la imagen Q de un punto P,
podemos conocer la imagen M de otro punto N.‘D dicho de ofra
forma: Una traslacidn T gquada determinada dando un punto cual
quiera y su imagen., .

Dados P,Q = t(P) y N, gCémo podemos calcular M = t(N) 7.

Intuitivamente debsmos considerar dos casos.

22 caso P,Qy N estdn alinsados

Transformamos este caso en sl anterior con el auxilio de
dos puntes P''y @' , siendo @' la traslacidn de P' segin PQ.

Aguf lo que se trata de demostar es que el punto M no de-
pende del par de puntos P'y @', escogidos como instrumen

to auxiliar.
Gréficamente la situaciﬁh_ué la siguients:

Si_esgggamds\otto par de'puntoé_P‘_.y Q% , de tal for~
ma que Q" sea ls traslacidn de P esgin PQ, entonces:
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Una vez construido M a partir de los puntos Pty Q'

s& trats de demostrar que con el auxilio de los puntos P"

y Q¥ se'pbtiene @l mismo punto M, o lo que es lo mismo, -
q e una vez comstruidos los paralslogrames PGQ'P’ , P'Q'mN,
y PGQ"PY", antonces el cuadrilatero P"Q"MN también lo ss.

Intuitivamente "parece® que P"Q“Q'P'és un paralelogramo,

" dicho de una forma mas sencilla parece que se puaden “pegar"

paralslogramecs y ss obtiensn nuevos paralelogramos.

Si{ suponemos aceptado esto, antonces se tiene:

19) P"Q"Q'P' @s un paralelogramo,

2¢) Como por construccidn PIQ'MN era un paralslogramo, al
"pegarlo” con P"Q"Q'P’ resulta que P"Q"MN es un paralelogra-
mo, que es lo que querfamos'demostrar.

Pegar paralelogramos 8s un nusvo axioma que se enuncia co

mo sigue:

Axioma 5 (ASE ‘hAxioma de Desargues" (Primera parte)

Sean 1,m,n tres rectas distintas paralelas.

Sean P,P' dos puntos de 1; Q, Q' dos puntos de m y R, R'dos
untos de n. Suponemos ademds que OP'Q'es paralela a DP 'p' oy
qus DQR'es paralela a DQ' R' . Entonces DPR' @s paralela a DP'R’
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El Axioma snunciado se utiliza también en la demostracién
de algunas de las prnﬁiadados de las traslapienss y as funda

.méntal en todo el desarrollo posterior.

{ Deflnitivamenta podemos d.finir traslacidn:

~ Una -traslacidn ¢t @s uns aplicncién del” plano en si m smo
tal que )1‘“ 8 dol_planoI_ol cuadrilatero A8 t (B) t(A) es
un paralelogramo; es decir:. DAB”Dt(Mt(B)‘y Dse e “DBQCB)

0 bien: - SEg .

) -Dados 2 puntos distintos P, Q, la traslacidn gue 1iovg‘_-
P aQ es lé aplicacidn del plano en_.si mismo definida'pop:‘

N ——D M <é::::57 PAMN es un paralolograme.v'

‘ Naturalmente, falta afirmar que considaramoa a la ldontl
dad como una traslacidn y se pueden demostrar ya todas las
propiedades enunciadas anteriormente. En_Particular, hen os
demostrada por construccidn la propiedad j) enunciada ants.
riormente.

'Agrupando las propiedades de la composicidn (o adma) de
traslaciones aparecs de una forma .natural la.estructuras de
grupo, a través del gruvq canmutativo de las traslaciones
del plano.

Se puedsn recordar ahors aotros grupos que el ailumno co-
noce y estudiar algdné cuestidn elemental de la teoria de
grupos. (Por ejemplo: resolucidn qé a)x= b) y aplicarla a
los grupas conocidos. :

‘Es interesante estudiar también el significado del cen-
capto de eatrucdtura y su importancia.

Pusde verse, por e jsmplo: Bourbaki, Nicolds. Elemenie de
historia de las Matemdticas. Madrid, Alianza Editorial -

- '1976; en aespscial los capltulos iniciales.

Una faorma sencilla de representar una traslacidn es:

k-

Todos estos pares de puntos definen la miémq taslacifén;

es decir la dnica traslacién t que cumple- t(P] = Q, es tam
bién'ia Unica que cumple t (A)=B, t(M)=N, etc.

Represantamos ssta traslacidn con un.vector .79 que lla
mamds libre porque al desplazarlo paralelamente por al‘pig
no representa siempre la misms, traslacidn.

Todo 8llo justifica la definxcion siguiente:

-Dof;ngcion. Un vector libre del plano es una traslacion
desl pland: ‘
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Por e jemplo:

A

Todos estos vestores libres son igusles, puesto que defi

nen la misma traslacién, denominada 1‘_?

Un vector libre se puede reprssentar en cada problema dop

de mds interese, sin mds que desplazarlo paralelamente.

Ahore conviene traducir todas las ptdpiedédes de las -

traslaciones. Grdficamente se ve muy bien que con aeste lan-
gua je conviene utilizar la notacidn aditiva y a la udnica trag
lacidén t gue cumple t (P)=0 represantarla con el vector 539

Puede ser ¥til tambien reprasantar Pnik (@) mediante P +

= Q, De esta forma aparece la operacidn externa entrs puntos

y vectores que sirve para dafinir el plano afin.

+:TTxV > T
(1%'39). © Q= ?>+ﬁ3':-'t7? (P)

Se obtiene una buena coleccidn de ejercicics sobre trasls

ciones (o vectores)tratando de demostar rigurosa y sencilia-
mente algunas propiedades intuitivas. Por e jemplo, la compo-
sicidén de las traslaciones tﬁ? tBC y tc

es la idsntidacd, puesto que dicha composicidn dsja fijo el -
punto A. {Vease propisdad k) anterior)

-> -
Con vectores diriamos que AB + BC + CA = O

Lo que hemos hecho en difinitiva es construir un grupo
conmutativo (El grupo de las traslaciones), que actda sim
ple y transitivamente sobre el plano. Este estudio sirve
de introduccidn para abordar el peoblema genaral de- las -
transformaciones del plano (aplicaqiones biyectivas del -
plano en si mismo), una vez gue se haya desarrollado aufi
cientemente el Plano Afin. Ahora sabemos ademds que w@s lo

que hay que hacer con cada tipo de transformacidn; Debemgs

buscar las imageneg de'algunas figuras: puntos, rectas, - .

triangulos, cuadrildteros, etc., encontrar que propledades
se conservan y cuales no, obtemer la composicidn de dos -

transformacionss del mismo tipo y de tipos distintos, ave

riguar las propiedades de ssta; composiciones, buscar las

trazas de cada transformacidn, estudiar sus invariantes: -
puntos fijos, rectas fljas, etc., y naturalmente, una vez

establecida la biyeccién entre el plano y R2, obtener las

ecuaciones de cada transformacién.

El objetivo final de todo este.proceso es 8l estudio -
del grupo de.las isometrfas del plano. Con todo este baga

je es posible estudiar todas las cuesticnes de la Gsometr{a

cldsica o "moderna®. Se pueden trabajar todos los Teoremas

clasicos sobre el tridngulo o el cf{rcule, r'igorizando las

demostraciones mediante los grupos de transformaciones adg

duados y sus invariantes.
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2. Si se estima conveniente se puede hablar y .trabajar
aquf{ de los problemas ldgices que presentan las teorias -
axiomdticas. En conereto:

(2) gPuede deducirse alguno ds los axiomas del resto de
los otros?, -

Se puede discutir esto sobre todo en relacidn con A 4,
y se puede hablar de las Geometrias no Euclideas y del mg
delo de Klein en el circulo donds aparece un madelo dué -
cumple Al, A2 y A3 pero no A4, Véése por ejemplo: Bongla,
Roberto Non-Euclidean Geometry. A critical and historical

study od its development. London, Dover Publications 1955.

A la Hora de definir las rectas ds este modelo ss pue-~
de hablar también del concepto de definicidn en matemdti-
cas: Los objetos se definen enunciando sus propiedadss., -

Este modelo plantea ademds la necesidad de respdnder'a

la pregunta siguiente:

(b) ¢Pueden ser contradictorios los axiomas enunciadoq?.
0 1o que es lo mismo. ;Podemos demostrar matemdticamente
la existencia de un conjunto donde se cumplan los axiomas
enumerados?. -

E£ste es un problema mds dificil, que se puede de jar plan
teado hasta el estudio de la' biyeccidn antrejT y IR xIR ,
lo que permite construir un conjunte ( IR x IR ') en el que
se puede comprobar los axiomas citados y que tamblén sirve
como modelo del plano metrico per lo qde la resblucién a =
esta cuestidn podrfa dejarse para mis adslante. Debe nece-
sariamente hacerse notar a los alumnos que lo que hemos he-
cho es reducir la existencia de un plano a la existencia -
de los ndmeros reales y en definitiva a los ndmeros natura-
les y a la tesoria de Eonjuntos{

{c) iDebemos aceptar todas las consecuencias légicas qgue

se deduzcan de los axiomas aunqus no sean intuitivaes?,.

Este punto asta relacionado también con el concepto de -
verdad en Matemdticas y constituye el "riesgo" de una teoria
axiomdtica.

En la historia de las Matemdticas existen muchos fraca-

sos relacionados con esta cuestidn,

Se puaden Enéontrar unos cuantos de sllos en la obra de
Bonola citada anteriormente.

Las cudstiones planteadas en {a) y (b) son una excelente
pcasidn .para hablar dé-lé naturaleza y el fundamento de las
Matematicas en particular del conceptc de axioma y de su -

necsesidad,
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3. A partir de este momento el desarrollo da la gecmetria
af1n puede seguir 2 direcciones distintas que enumeramos a
continuacidn:

PRIMERA DIRECCION: Continuar con el desarrollo de la geg
metria affin prescindiendo por completo del concepto de vec-

tor.

En concreto, después de.habar.trabajada en los puntos ap

teriores con _ la figura formada por 2 rectas, se puede pasar

a estudiar la tigura formada por tres rectas, los triangulos,

sus-distintas clases, atc.

Se puedse pasar después a la figura formada por 4 rectas,
las distintas clases de cuadrilateros, sus propiedades, etc.

En todo caso es importante hacer notar la necesidad de =
nigvns inétrumantns gue permitan resolver algunas cuestiones
que en este estudio se plantean, por e jemplo, no podemos dis
tinguir entre paralslogramo y rectdngulo, no podemos definir

circulo, etc.

Todos estos problemas cqnducen’al'estudio de nuevos con-
captos como distancis y'ortogonalidad, y deben aparecer a -
qul como algo que "&Radimos™ al planc para podsr estudiarlo
me jor, no como algo "inherents" al plano.

SEGUNDA DIRECCION: Se debs comenzar con un estudic des=

criptivo sobre lo que as un triéﬁgulo, un cuadrilatero, un

paralelogramo, etc, e intentar despuéds justificar la intro-
ducidn del espacio vectorial de los vectores 1ibrés del pla
ne y continuar a partir de aqui con el desarrocllo normdl de
la geometr{a affn del plano a traves de ‘los vectores. En -

" los puntos siguiesntes se indica como puede hacérse esa in-

troducecidn,

5.- Para finadizar. con la introduccidn de los vectores del -

plano, solo queda la operacidn externa " producto de un -

ndmerc real por un vector®,

Es.importante observar que hasta el momento no se ha habla
do para nada de les numeros realss y de hecho todo lo- desa
rrollado es v4lido también en el plano definido por QxQ.

La relacidn funda ental que el alumno conoce (porque es la
propiedad fundamental de R ) antres los objetos de la Geo-
metr{a y los nimeros reales es la biyeccidn en re cada regc

taYRc

ta forma en que cada alumno construye una de estas biyeccip

nes es tomar dos puntos distintos P,Q de la recta y a par-

t'ir;de ellos: 1}' @ V‘ g
° ; H g g :
3 ! { ! | :
i ey i
-1 o 4 4 W 2

Los puntos de abscisa entera (los primeros gue el alumno -
dibuja) tienen una representacidn sencilla caon el lsngua je
de traslaciones o de ve:taores. Llamando’V’u —Tf resulta:

Q=P+ V,R=PasP+V,5=P-P,T=p-7- 7, stc.

Podemos intentar intuitivamente describir el resto de los
puntos de la recta mediante la siguiente generalizacidn:
Q=P +V, ReP +2P, S =P -7, T =P - 27, Us P+ Yv,
v P+ ?hﬁi etc.

£s decir aceptamos los siguientes axiomas (qua tambiédn se

pueden formular con traslaciones).

Axioma 6 (A6

5

En el conjunto de vectores del plano hay definida una ope-~

racidn axterna con dominio de operadores el conjunto R, y

que cumple:
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1) o (P +0) =V 425
2) (X +B) T =T +(BV
3) ®.G) P=x(BV)
4) 1.9 = v

iDeben_hacsrse suficientes e jsrcicios para traducir gréfica

mente lo que significan algunas de estas propiedades. Por
g jemplo la propiedad 1) es una formulacidn vectorial del -
Teorema de Thales. Por supuesto, se pueden proponer otras
propiedades.de esta operacidn que tambien parecen acepta-
bles { Por ejemplo 0.9 = ) y despuds ver que. todas ellas

.se deducen de las anteriores y plantear as{ todos los pro-

blemas relacionados con el método axiomdtico.

Para construir definitivamente la biyeccidn entre cada rec -

ta y R, hay que aceptar:

Axiaoma 7 Ai?!

a) Los puntos P, P + V¥, P 4oV estin alineados,

{€Es dacir las traslaciones try t tienen la misma di
reccidn) v 7 B
b) Axioma de DESARGUES. (Segunda parte).

BDados tres puntos alinsados P,Q,R distintos, existe un dni
cool€ R tal qua R = P + o Ea. '

La parte b) es equivalente al enunciado cldsico del Teore
ma de Desargues cuando se taoman rectas concurrentes en lu=-
gar de paralalas comoc habiamos hacho en el Axioma 5. Los -
axiomas de Desargues son las propiedades que permiten cons
trulr el Espacio Vectorial de los vectorés libres del plano
y por tanto su estudio mediante 8l algebra Linsal. A causa
de todo ello quimos que nuestro plano es un planoc ARGUE-
SIAND,

Al_ndmeraﬁse le llama gbscisas del punto P respecto a la Re
ferencia (P,Q) de la recta DpQ' A partift de aquf se puedsn
definir relaciones como "estar entre P y Q" (0%« €1), con

ceptos como semirectas, ecuacidn vectorial de una recta, atc.

Para dar una biyeceidn entre cada recta y R, basta tomar -
dos puntos distintos P,Q de la recta y utilizar la aplica-

cidn:

R —> DPQ‘O(“""""". P+o(.53>.

A partir de aqui se puede continuar con el desarrollo vec-
torial que se susele hacer de estas cuestiones. Cuando sea

necesario o conveniente se puede utilizar lenguaje de tras
laciones por ejemplo al abordar los conceptos de dependepn

cia, independencia, base, etc.

Al ser biyectiva cada recta y el cuerpo R, resulta que el
plano es biyectivo con R x R y de este hecho pueden sacar-
se .las consecuencias oportunas: Ecuaciones, coeordenadas, -
sexistancia de un conjunto gue cumpls los axiomas enumeradaos,

etc.

Es prec.so notar que el,p;ocesalusual de utilizacidn de e jes
coordenados, (el procesﬁ QUe un alumno utiliza cuando se le
pide que "pinte un plana") ha quedado perfectamente forma-
lizado y puede ser utilizado directamente:

/

e s ()

/

/
/

/
/

/ 1 ;
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Prosentacién del equipo.
Necesidad de la experiencis.

Caracteristicas que la definens
3.1) Metodologia utilizada.
3.2) Materiel didéctico.

3.3) Desarrollo de wna clase.
3.4) Colectivos.

3.5) Hipbétesis.

Evalugcién de avance ds le experiencia.

Comentario del tratsmiento didsctico dado a loa temass

5.%) Iniciacién a la Légica Matemstica.

5.2) Funciones.
{

5.3) Concepto de nfmexo reoicmal.

Este equipo se oonstituyd eri él afio 79 con motivo del fhicio de la pre
sente experiencies A través do los medion inforsativos ds la Regin se
invité & oo el profesoreiio; quedando ocnstitufds én la mctualided y
despuéa do. alguios oanbios, dsbidos a la dinkmica propla del profesora

'do, pors
= Menusl Cobaxze Garcss. Nudels

- Manuel Esteban A1bert. Muzoia.

= Mamiel Richert Zapata. Santa Luofa. Cartagets.
- Marfa Pioossi kvile. Los Nateos. Cartagsns,

- Hilario Buendfa Arrénis. Alomitarilla. Muroia.
- tntanio Nifiano Sénuhez. Murcis.

Ko 3556 L. BOI'BS M@ten L& nm" Mmi&.

- Jasefa Alareln Hangual. Pneblc de Soto. Mureia.
- ¥ eaman Olmo Merciics Murcias
- Joié -Ginés Hornéndes. Yesls. Murcia.

Yos aurgié de le p'r‘éoii—éa doqent_o ¥y ante los problemas con los que

claramente encontramos en esta &res.

- Alto Indice de fracaso escolar.

= Boohazo miso-afectivo por perte del alumno. de 1l Matemética; y conse
cuentemente falta de interés.

~ Falta de edmimié&g—lén de los alumos, e;a_ire'eeiloé y con el profesor
emastaﬁrea. B e e

- Desaaaste en:tre— Jos: proaescs d.iscursivos prafesoz', &lumnos y libro
referido a ritma ¥ cs.pacmadés, asi cemo al. prepio lenguaje an sf, .

~ Fslta de conexidn con la" realiaud eirc\mdante.

= Actitud pasiva Yy recoptiv:a. del alulmo-.'

S ’r231
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" = Falta de ambiente de trabajo.

- Ausencia de creatividad.

Ante sete panorans smprendisos, la bisqueda de wa natodologfa précti~
oa con la que eliminfgemos estos defectos y oonsiguiéramos como objeti-
vos primordieles.
= E1 doscubrimiento. por parte del alumo de los conceptos y aplicacio=

nes.

- La edecuacifn del ritmo de tral;ajo, profesor y "libro® a la ocapacidad
de cuda alumo.
- La comunicacibn como elemento esencisl en la realizacién personalj

‘consecuentemonte el trabajo en equipo.

- La comprensién y expresifn del alumo mediante un lengueje matemftico
adecuado.

- La autorresponsabilidad.
« Conseguir un olima creativo y armfnico en la clase.
- Conexi6n con la Historie de la Matemdtioa.

- Presentacifn coherente de la Hatemditica, no como dos MatemSiticas, la
}Moderna y la Clésica.

Caracteristicas que la definen. N
3.1) Ketodologia utiligzads

* Se basa ens
-~ Nétodo ACTIVO.
~- Kétodo INDUSTIVO (INTUITIVO) = DEDUCTIVO.
= CREATIVIDAD. 2
* = Conexifn con el mundo roal del nifio.
= Desarrollo de la commicacifne. N

202

3.2)

Nosotros hemos plasmado estos principios del siguiente modo:

= Las explicaciones del profesor en clase colectiva se reducen s
lo a oasos muyy concretos.

= 1a clase en -su mayor parte se dedica al trabajo pei'sonal y en
equipo, similténeamente.

- A este trabajo personal le sigue un coloquio (puesta en comtn).

= La funcién esencial del profesor es animar al grupo, y ayudar
personalmente a cada alumo en la realizacién correcta de su
trabajo. '

= Confecoionando nueétro propio material diddctico; pues si bien
la ensefianza personalizads en otras freas fue experimentada 88
tisfactoriamente, en ésta de la Matemitica, existfa, a nuestro
entender, la carencia de w material idéneo que la hiciere fag
tible.

Material didsctico.

Hemwos pretendido orear un material que permitiese &l alwmo des—
cubrir activamente y de una forma inductiva los conceptos matemé-
ticos y las aplicaciones pricticas de éstos; material que no es
programado, pues queda abierto a la commicacién y divergencia de
razoramiento, ni el "fichismo" que consistia en una serie de ejexr
cicios,

Pretendemos el equilibrio entre la palabra escrita y la verbal,
siempre de una forma socrdtica, en términos de "rentabilidad edu-
cativa!,

Para que el alummo pueds en ocvalquier momento evslusr su traba-
jo (comprobar si va por un camino correcto) dispone de un gutccon
trol; al _mismo tiempo se pretende con esto que se responsabilice
¥ consiga un conocimiento de sf mismos para facilita.rlq'_‘_e'sfe ﬁlt_i.

me objetivo dispone de wna ficha de planificacién y autocontrol.
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El material elaborado por nosoiros consiste ems

~ Prograusoién gemevsl del ourso (se adstmta la ds 70 N:!.vel),
sirve de orientamén al alumo 7 por msﬁo, al profesor.

- Plemifzcacn.én del tmhaje, nemalmmte par quineenas, ‘inclu=

d yendo secuenniasiﬁn de ob:}etives, dsaamuo de activiéades ¥
autoevaluamén permanente.y final del tems. (Se adjunta. este
esta hoja).

- Confeccién de cads $ana dsl programay para 1o cual bagemos en
primer lugar e aeeuenciacién clarg ¥ promsiva de ob;;eti—
vos y de cantenidos. inelwmde en. aada tema uns mciﬁn de
Ejercio:los de Repaso paza evztur el olvido de los objativos
previamente aleauzaden, en este nivel o en 1os anteriones. En
cada tema se fi;]a uh nivel de ampliaoién; facnitmdo una se-
rie de ejercivios de mayor complejidad. (se a._a:}zm%g como maes
tra un tema de 68, 78 ¥ 8¢ ni:jteiéos_}a e

Este materisl es previsxmal, pues estld orefndoge, siendo so-
metido a revisidn cms’smte, se reelaborard el final de la exge
riencia. Loz alummos ouentan con wna bibliotsca ma:b_aﬁticg de
clase. '

Utilizamos wna serie de pruebas y cusstionarios pars el segui-~

miento ds la experiencia,

Habiendo sido estudiados los Programas Renovedos, homos llegw~
do a las siguientes ccnelugioness

18)

28)

Las liness metodolégioas que en ella se éxpresan estén en
ocncordancia con las de ésta experiencia. Nuestra experien—
cia, seria ung. coporecisn de las mismas en una opeién por
la cducacién perscuslizads.

Estaros plensmente de acuerdo en dejer las formalizaciones
de la construcoidn de conjuntos numéricos y las estructuras
para el DUP.. Si ‘bien, tal y como se reoonoce en les Progre~

)

zas Renovados, oreemos Sy importants que ol alumo progre-

aivanente vays @M m LWHE WIGG que 1e per=
nite oospméer ¥ 4 mmx 8l wmientc watenBtico ndoeug._
émte.

‘Existe wna diferencis entre nuestra programacién y los- Pro-
- granas nanmdas cmistmte an qup nosotros: inclu;ﬁmn wm
“toma (Unided 4 de s«m Nivel) ouys finalidad es: rmium—

ez 2l slumo aen la forwa de hacer Hatemiﬁeasg de una for
a5 my amcina na 1. da algums: nooién de LOGICA Matemétioa

® £in 4o que tm olamuza pm tlabarar este lenguaje -~

Mo

Tapbidn la widad 2 onntime mwa sﬁ:‘tesis de-la Teoria de -
cmj\mtm uhy eatruotumdn qud en el Ciclo Hedio, dp acuers

4o con 1a myar cawid.ad de a?oatmcim del ‘alummc. Ba los

- Progransis Renovedon ns- aparsde. esta sfntesin, nxpmimde -

@) &

| 59)

fue ai alumc ya ba a&quiﬁa& os?.es canosinientos y Vocabus

lIardo en el Cizlo Hedio..

tmhmmmi&alww Benovados y
habiendo aompmbado en la expsriencie la necesidad de des-
oongestionar ol programs de Secto Nivell, hemos decidido pa~
sar estas dos unidades reducidas a eu minima expresifn, pu~-
diendo ser introducidas en 5¢ Nivel; efendo conscientes de
que ne constituyen tanto wm ob:;etivo en of mismas sino wm
instrumenio LmG‘UISTIGO que permitirs el desarrollo didfe-
tioco adeouado de 1os ‘temas del Ciclo Superior. Por ejemplo
el conooimiento del producteo cartesiane le pormitird al -
alumo deseubrir con Bayor fgpilida.d ¥ precisién el concep
t0 de funoibn y su representasién gréifica.

La experiencia.nes ha ensefizdo do_ que norqa,l;mta e8 NOve=—
sario oimnt.ar'en 60 Fival cbjesivos fundamentales del Ci-

-clo Nedio, tales eoi la resolusifn de prodlemas y cflcule

con nimeros deoimslens ya que se ha podide produeir olvido
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0y lo que es nds sorio, no se llegaron a dominar con la PTO
fundidad que seria de desear debido a la dificultad que en-
traiian estos o'b;jetivos» para los nifios, entre otros motivos,
Por eso reservarfamos alguna semana de la Programacién de
Sexto a la fundamentacién de los objetivos esenciales del
Ciclo Mediog esta necesidad es un hecho real que no puede
i@omse a la hora de programa.r.

68) Estamos totalmente de acuerdo’ que la frica Geometris que pug
de ensefiarse a nivel de EGB es 1la Euclidiana & base de ingui
oifn; su estudio facilita al alumo wa rica exper:.encia va
ra la percepcién de su entorno fisico Y sin la cual no po-
dria comprender mis tarde otros tipos de Ceometrfas nc ou~
clidisnas tales como la afin. '

798) sin que supcnga un recargamiento, consideramos importante
abordar los temas desde su punto histérico también; de for—
ma amens y sencilla.

88) Falte comprobar si los alumos pueden asimilar o no estos
contenidos "minimos" en el tiempo previsto segfin log obje~
‘tivos de la EGB,

Creemos que wna conclusién importante a la que hemos llegado
en la experiencia respecto al material didfctico es que hs
sido v£1ido para alumos de ambientes socioculturales Y eco-
némicos muy diversos.

3.3) Desarrcllo de wna clase.

En yprimer lugar, si se trata del comienzo de un tema, planifi-
cacibn del trabajo, Claae coleotiva, en los temas que lo reguie-
ran (ne tiene que ser necesa.riamente al comienzo de 1la clase).
Trabajo personal del alumo.

RN

344)

Autoevaluacién, Puesta en com(n para clasificar ideas, fomentar
la commioacién y reflexionar sobre los hébitos de trabajo y ac—

titudes.

Colectivos.

El total de alumos del grupo experimental son 7973 de ellos
235 pertenecientes a Sexto Nivel y 257 a Séptimo y 305 a Ootavo..

Similar nimero de alumos forman el g@wpo de control,

E} total de oolegios naciongles son los siguientes:

CeN. Centro Piloto, "Narcisc Yepes" del ICE en ¥urcia.
C.N. “Ntra. Sra. del Mar", Santa Lucofa, Cartagena.
C.N: "Anibel", Los Mateos, Cartagena.

Escuelas de SANJE, Alcantarilla. Murcia.

C.N, "Virgen de la Fuensanta", La Alberca. Murcia.
Esouela Puebla de Soto. Murcia.

Escuela Equipo. Murcia. :
C.N, "L Pag", Las Herratillas., Yeola. Murcia.

Descripcién sociolégica.

Tratemos de enmarcar la poblacién de nuestro estudio en deter-
minadas categorias que definan sus perfiles sociolégicos. Los in
dicadores émpleados para encuadrar en. coordenadas sociolSgicas a
nuestra musstra son dos b&sicamente: &) el msdio de procedencia
¥ b) 1la profesién de los padres.

Descripcién socioldgica de la muestra referida a 6° EGB.

En este nivel predomina el ambiente semiurbano gue representa

w 65 % de toda la muestra y el urbano el restante. No bay repre

sentantes del ambiente puramente rural,.
Idéntica proporcitn observa el grupo de control,

La profesién de lps padres es funcién de lu que determinance
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el nivel gocisl de la familia de nuestros alumnos. presenta el si
guiente parfils ’

El 50 % puede clasificarse con propiedad como olase media -
media, ‘

Un 30 ¢ corresponderis a una clase trabsjedora de redusido
acceso & los bienes de oultwra y edoasa positilidad de promo-
oién sooisl,

Un 10 ¢ pod?fe catalogarie como clase msdia — alta.

Un 8 4 de Bivel social imposible de deteiminar segtn los da~
tos obtenidos.

Un 2 § no vontesta.

Para el grupo cantrol las frecuencias pe distribuyen oon sidmi-
lgres valoress
60'% - olase media-media.
30 ¢ ~ clase trabajadora.
5 4 - clape media-alta. -
5% = indetérminable o no. contesta.

Descripcin sociolézics de la musstra referids s 70 |

El medio urbzno representa el 20-% de la umestra de este nivel,
mientras gque la mayoria, el 70 § correspcndé al ambiente semiur~
bano. El medio rural se halla escagamente representado por wn 10f.

La propcrcim en ol grup‘o:-ée control para este nivel es précti
cazente coincidentes

La distribucién del nivel sociceconémico se distribuye del gi-
guiente modos
19 % corresponde & clase mediz-media.
35 ¢ corretpcnde a sstratos bajos de la pobla
cién. ]
10 § procede de claue medim-alta.
15 % no responde o no puede determinarse.

.62 Expe. . 33| 23'24 71 | 50'00 |10 | 704 | 18 | 12*68| 10 | T'04

Para el grupo de control la distribucién de frecuencias es la
siguientes
46 % clagse modig-media.
41 % olase baja.
4 % clase media~slta.
4 % sin determinar.
5 % no responde.

Descripeién cultural de la muestra.

Cuadro 1 i
Experimentel N = 168 Exps N = 142

¥ En 62 EGB
| Control N= 93 Cnte N = 86

En T EGB

Sin estudios || Estudios pri | Bachiller |Grado Medio | Grado Supe

¢ marios % g
7% Expe. 41| 24'40 || 84 | 50t00 | 8 | 476 | 22 | 13*'®9 | 13 |.7'74
Te Cantrol| 23| 2473 61 | 65'59 3 | 322 3 3122 3| 322

s rior #

60 Control| 14 | 16'28 || 57 | 66'28 | 6 | 6197 3| 34 6| 697

Como puede qbaefvarse en 1as' dos primeras categorfss, sin estu
dios y estudios primarios, se agrupa en todos los casos mis del
‘50 % de la poblacién.

3.5) Hipétesis.

Comprover lo més cientificamente posible que "oon esta metodo-
logia se alcanza unos rendimientos myoi‘es; que los conseguides
por otra metodologfa tradicional®, tanto en conocimientos como,
lo ou'él es muy importante, en actitudes ¢ intereses.

Honos de decir que esté experiencia_h,a obtenido el apoyo del
ICE y Consejerfa de Educecién de Murcie y de la Direccién Gensral
de EGB.
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4.~ Evaluacifn de avance de la experiencia.

Sin menoscabo de la evaluacién rigurosa que realigzaremos podemos avan
zar shora slgmas conclusicnes basades en la observacién eistenftica de
nusstras clases en la reflexién critica del egquipoy y en la aplicacién
de pruebas y ouestionarios. ’

- Se da en la clase, con toda naturalided, un ambiente de trabajo, no
existe problems alguno de disciplina.

= El alumo se encuentra agusto en clase de Matemftioa; no so da el re
chazo de esta &rea.

~ Aprende ragonando, descubriendo y & su ritmo.

- Dessrrolla la dimensién socials Se commica, da y Tecibe syuda en el
~equipo y en la puesta en ‘comtn.

= Se responsabiliza de su trabajo.

4.1) Evaluacién del rendimiento académico,

Bn primer lugar, destaca el hecho de que no podemos hablar de
6ptimos resultados si por ello éntendemoa el éxito final en ol
100 por 100 de los alumos. Sin embargo, parece myy aceptable éxi
tos del 75 % del alumnado de nusstras caracteristioas si teneuos
en ocuenta que la diversidad ¥ heterogeneidad de la clase no per—
mite que todos los retrasos acumulzdos en cursos anteriores y que
son con frecuencia bésicos para nuevog conocimientos y .operacio—
nes sean recuperados en uUn OUTa0.

hiad j;creentaje de suspensos situado entre wn 22 & un 33 ¢ como
valor rédximo parece discreto y moderadc dadas las cifras de fra-
ocaso escolar en esta disciplina.

Es de resaltar como contrapunto que del 66/77 % de aprobades se
gtn la prueba de referencia nos hallemos con gue de wn 26°a 43 %
corresponden a la calificacién. de Notable, Sotresaliente, lo cufl
es sin duda wn excelente resultado y revele. uma magnifiva apropig;
cién de los concoimientos por wn significarivo porcentaje de alum

nos de nuestra muestra.

Dado el cardcter experimental del Cemtro Piloto en 61 ha sido-
factible poder establecer una comparacifn entre el rendimiento
de un sexto y séptimo cursos experimentales y sus homélogos de
control.

El problems general que se plantea a la hars de comtrastar wma
evaluacién final es que no siempre coinciden los contenidos desa
rrollados en el curso; por ello en 89, final del Ciclo Superior,
soré més ficil hacer esta evaluaci6n final, pues los objetivos
fundamenteles se han de haber desarrollado ya.

En Sexto Nivel ha sido posible llegar a wm acuerdo, siendo Vsi_q
te las cuestiones commes que correspenden a los Items 2.3
20408 § 2:4eD 5 3.2.b § 4e2:8 3 442.D § ¥ 40240 de la evaluscibn
final de 6¢ Nivel (Ver Apéndice).

Las respuostas positivas en tantos por cientos sons

TTEM .60 A EXPERIMENTAL 60 B CONTRCL
2.3 8553 % 9438 %
2.4.) 164 % - 53113 %
2.4.b) 64148 ¢ Jj 46138 &
3.2.b) 40'79 % 25100 %
4:208) . 53'95 % 31125 %
“4i2) 0 L4343 % 21188 4
a.2i0) | 64748 % oM %

(Ver gréfice adjunta en pégina 14)
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EL RESUMEN de CALIFICACICNES FINALES ES EL GUE SIGUE en %
: 69 A EXPERIMENTAL % || 69 B CONPRQ %
Sobresaliente 18142 e
Notable 28194 | 6125
‘Bien -~ 1578 12'50
Suficiente ‘ 15178 34138
TOrAL EXTTOS - 78192 53113
i ——— =R e S e e —————— ')
Insuficiente 21105 ' 31125
Muy deficiente gl 15163
===
TOPAL FRACASCS 2105 46188
‘ . e 4 - .
En S4ptimo Nivel
7¢ A ‘EXPERIMENTAL % 7¢ B CONTRCL 4
Sobtresalionte 27102 17414
Notable 2162 2857
Bien 2702 1714
Suficiente . 10181 “ 1143
TCTAL EXTTCS 86147 . 74128
== 3
Insufioiente 13153 25172 | |
Muy deficiente — |, —
TOPAL FRiCASCS 13%53 25472
‘202 | ' - . 293
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K.Dof. EXIP03

4.2) Evaluacifn de sotitudes e intereses.

Creo que es interesante hacer notar agui las impresiones que cd
tuvimos en la visita a tres de los colegios oon grupos experimen-
tales: Los Kateos, Santa Lucia y Yecla. £n todos ellos observamos
la olase de Matemftica y mantuvimos un cologuio con los alumnos.
Fue muy estimulante; los alumos nos animaron a continuar traba-
jendo ssf porque "les resultabe més interesante, f4cil, eran ellos
mismos los que descubrian las propiedades matemiticas, itan a su
itmo, eeo"

Pudimos incluso constatar el caso de alumnos considerados en
las deméis clases por sus profesorss como 'nific problema", segin
nos dice su profesor tutor, que en la clase de Matemftica estaba
perfectamente integrado, participando activamente em la puesta en.
contn, Loa nifios tienen el oonvencimiento de que la Matemética es
4111, :
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CUESTIQUARTO PARA LA AUTCEVALUACIQN DE INTERESES Y ACTITUDES DEL ALUMNO

69 Nivel
(3¥) 1.~ ¢Te encuentras agusto en la clase de Matemitica?
s1 () ¥O( )
2= ¢To resulta diffoil normalmente comprender las explicaciones (o:r_g
les o escritas) de Matemitica?: -
sT ( ) ' ¥o ()
3+~ (Generalmente sabes resolver los'ejereioiOs de Matemética?
st () ¥o ( )
4.~ La Katemtica son de las asignaturss que te gustans
st () o ()
Por cualquiera de los siguien | Por cualquiera de los siguientes
tes motivos. '| motivos. -
- Porque las comprendo bien - Porque no las entiendo { )
{ ) - Porque no sirven para nada
- Porqus enseniisn cosas Gtiles ()
«{ ) - Son aburridas y pesadas ( )
- Porque son interesantes { ) | - Porque no pisnso estudiar més
- Porque las necesitaré més Matem§tica cuanto termine EGB
" adelante ( ) () -
~ Porque me las explican bien - Porque no las oxplican bien
() 0
Se= Cualquiera que sea tu caso, itienes interss en aprender la Matem§
tica? ) "
st () ¥ () ME DA IGUAL ( )
6.~ Consigues mantener la atencién a lo largo de las clasea de Hatemf

ticas

st ( ) ~uwca ( ) 4 VECES ( ) TRATO DB ESTAS ATENTO PERO

ME DISTRAIGO { )

(%) (Le 1¢ progmta es distinta en el cuestionaric inicial; ésta es la
sipuientes ¢Has suspendido las Matemfticas en algin curso anterior?SI, NO}
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7.~ Bgoribe, por orden de preferencia las tres asignaturas que més
~te gustan o interesan:

1

® © & o 9 & & & @ & ° 8 & 0 0 0 @

23

3
e © & o o © & & © o ° > & O ®» o o
8.~ Esoribe, por orden de no preferencia, las tres asignaturas que
menos te gustan o interesans

1s

2

3

(=) 9.~ iTe gustaria continuar el préximo curso con el mismo sistema de
ensefianza en Matemitica que éste? '
EL MISKO SISTEMA ( )
10 COBIARIA ()

(=) 10.~ $Qué fallos, en tu opinitn, tiene el sistema uiilizado en clase
este ourso?

@ & % & ¢ & 6 6 & P S O P 0O " OO 0 9 O G O 0 G 0 0 0 B e O
® & & 6 ¢ & 0 & 0 0 % S P O P O S O 0 G O S PG L O O 8 6 0 0

® @ o @ ® 0 0 @ 0 ¢ S 2 O 6 O 6 O 6 & O P O S L B G O 4 e S GO

(<) 114~ ;Qué ventajas, cosas buenes, en tu opinién tiene el sistema uti
lizado en clase de Matembtica este aio? :

@ @ 0 9 @ 0 0 ® 2 0 8 S 8 S O P & O O O P E O O S 0 O S 8 0 ¢ 0
.ot‘l.'tooo.-oco.ooocoooow-.-i;.o

‘® ® 8 S 8 & 0 @ & ¢ 0 6 @ 5 6 5 6 © ° & O % 6 ¢ P B 2 " P @& 6 @

(<) (Las preguntas. 9, 10y 11 no aparecen en el cuestionario iniciel)
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Respecto de las cuestiones 10 y 11 en las que se solicita del alum
no el juicio que le merece el método seguido y cambios que introdu-
oirfa, la gama de respuestas es variadisima y hemos intentado agri~
parlas por las que aparecen mis reiteradamente. Las ‘axponemos por or
den de mayor recurrencia respetando al m&ximo incluso los términos
literales en que hen sido expuestas por los propios alurmos. No que
renos introducir ningfm comentario a estas respuestas en las que 86
lo intervenimos para categorizarlas y jerargquizarlas a la vez por
no violentar la intencién y voluntad de los encuestados y porque nos
parecen suficientemente explfcitas.

Ventajas gue le encuentras al método emj:leado.

e Se aprende mejor y més fécil.

e Son wés divertidas (las Matemiticas).

o Egtén bien explicados los temas.

¢ Te enseiia a razonar.

® So aprende més que en los libros.

@ Lo vas descubriendo t¢ al hacer los ejercicios sin tener que
explicarlo el profesor.

® Sigues tu ritmo de aprendizaje.

o Yezcla teorfa y prictica.

® Se descubren las cosas por uno mismo.

o Te ayuda el autocontrol.

® Las clases son activas,

e Te ayuda la puesta en comtn,

o Aprendes mejor y mé&s ripido, que con otro sistema.

¢ Trabajamos mis perb me jore. '

¢ Hasta los peores aprenden. '

e Hay més participacibn.

Fallos que observas y modificaciones que introducirias.

. Ninguna (lo dejaria como ests).
Que no sean tan largos lcs temas.
Yo ponexr al autocontrol porque se copian.

302

Haocer mfs temas pero mis cortos.

Més trabajo en grupo.

Qué haya un resumen al final de cada tema.
Mejorar el nivel de ampliacién.

Quitar los ocontroles.

Tener més horas de clase de Matemiticas.

VYentajas que le encuentras al método empleado (Grupo de control).

El profasor explica bien.

El profesor da muchas facilidades.

Se hacen muchos ejercicios.

Se aprende basténfo. -

El pi'ofesor es simpético.

El profesor pregunta las lecoiones & diario y asf las repa-
san.

El profesor riffe si bablen.

El libro esté encadenado y ordenado.

Manda ejercicios. p st Lt

So puede recurrir al libtro porqus el profesor se adapta a él.

Al hacer y corregir los ejercicios se aclaran-las dudas.

Los exémenes acn fhciles.

Es importante observar como los alumnos centran sus comentarios en-

. el profesor, no en su actividad.

Fallos que observas y modificaciones que introducirfas.

1 4

°

o

°
)
v

°

-

Utilizar s6lo las Matemdticas que sirvan préximamente.
Un sistéma més moderno porque son aburridas.

Que las explicaciones se dieran escritas.

Poner castigos cuando uno no sabe algo.

Poner menos deberes.

Cambiar el libro.

Cuesta trabajo o derlas (las Matemiticas).
Que se hicieran en olase ejercicios de lo explicado.
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® Més ejemplos y dibujos.

® Que los eojercicios no ee hagan en casa porque si no entiendes
algo no tienes quien te lo explique.

® No se entienden las cosas y al estudiar te 1lias.

o Son myy diffciles ¥y aburridss.

® Que el profesor no repita tanto gue se aburre.

® ‘Se pierde mucho el tiempo.

® Si faltas un dia no puedes seguir.

® No tienen aplicacién préctica.

Actitud de los oprofescres.

La actitud de los profesores que experimentamos esta metodologia
es my positiva ya que con ella hemos podido solucicnar el grave proe
blema de la motivecién y por tanto de 1la disciplina.

El ambiente de trabajo en 1la clase se da como algo natural desde
el principio. El profesor se ve liberado de esa tensién de "mantener
el orden" y pusde dedicarse tranguilamente a ayudar a quien 1o nece~
pita. Parece que asf todo va per su cauce natural.

Par otra parte hemos encontrado una gran ayuda para poder persong
ligar el comtacto profesor alumo. ’

En el equipo existe una gran ilusién por continuar y perfecciomar
nuestra experiencies. . ’

5~ Comentario al tratamiento didéctico dado a los siguientes temas.

5+1) Iniciscién a la Légica latemhtica, (69 Kivel)
Objetivos:

Yo Adguigicién de wn vocabulario bdsico como instrumento de
formalizaciln. .

2o~ Cultivo de las estructuras del razonamiento,

Contenidoss

1.~ Utilidad de las Matemfticas. (Encuesta, libro y pelfcula
"Donald en el Pals de las Matemigicas).

2.~ Cbémo se hacen las Matemfticas en contraste con las oien=
~ clas Raturales. )

‘3.~ Lébglcas

v
Conoepto de 3 Proposioién | 3 alor ] 3
Légica Légioa Légico

Cuantificador Cuantificador
? Universal ? Existencial ' >

Negacitn
Digynumeibn
__) Operacimes Conjuncién
DPLICACIN
Coimplicacién

Comentarios

= Los alumos trabajan sin dificultad este tema; la utiliza~
0ién que de 61 bacen es progresiva a lo largo de todo el Ci
olo Superior.

- La comprensifn de este lenguajé es alcanzada fécilmente por
todog los alumos. La exprésidn requiere una prictica y ma-
duracién progresivas. Observamos que los slumnos de 8¢ y 79
niveles son capaces de formalizar las propiedades matemfti-
cas que descubren, utilizando este lenguzje; si bien no to-
dos los slumos alcanzan la cepacidad de expresar total y
formalmente su razonamiento.

- En ningfn momento se hace una introduccidn axiomitica de es
te tema.



5.2) Fumnciones:

Objetivos:

1= Concepto de fumcién como abstraccién de diversas situscio
nes vitales.

2.~ Representacién gréfica. Utilidade.

Contenidoss

Definicién de Ejes deo
funci&a Notaciones ?| coordenadas [

l

Representacién Funciones lineal

=3 | gréfica de w |—>| gréficas [—3| ¥y
per ordenado i afines

Comentarios
= Eg un tema que se presta myy 'biem al trabajo peracmals

- Se hace una progresifn de la simbologia, desde wia muy intuj
tiva a otra mis abstracta.

= Eg interesante comprovar las diferentes aportacicnes de los
glumog en cuanto & situaciones reales expresadas mediants
funciones.

5.3) Concepto de nfimero racionsl,

Objetivoss
1e= Sentir la necesidzd de ampliar Z.

24~ Adquirir el concepto de racional comos
= frascibn.
- compogicién de opefadoras.
- coolente exacto,.
~ clase de egquivalencia.
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Conitenidoss
Concepto de n® - fracciones
Necesidad de @ | . 0smal — equivalentes >
Propiedad El n® racicnal como

9 findamental ) clase de equivalencia ?

‘Obtencién del
—> representante canénico

Comentarios .

Pretendemos que el alumo capte la “equivalencia® existente
-en las miltiples expresiones del nfiero racianal: fracciém,
cociento exacto, etc.

Notas Estos comentarios son muy brsves ya que nos parece nis
opcu.'ttmo que surjan en el coleguio.

En resumen, Sreemos que l& experiencis esté resultando positiva.

COmo objetivos & realizar tenemos: Completar el material diddctico has
te cbmpletur el prograna. También le modifiocscién de aguellas wmidades
que se vea neceserio perfoccionar. Bstudiar ia adecuacién perfecta dc ca
da unidad didsctica y el tiempo necesario en armonia con todo el progra-
ma y las capaoidades de los alumos.

La experiencia. esté disefiada pers cuatro siios, estamos en su tercers
fape, ¥ f:or tanto es pronto para cacer conclusiones, pero nos gentiros
optmistas, debido a los &nimos que nos dan nuestros propios elumos.
Esperenos que oo ella oontiri bw,'a.mos, al menos wn poco, & que la latemé~
tica sea una agignatura querida por los alumos, seas algo de su mindoe
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Nuostra dirsceién es:

Grupo INDINA

C. Ho "Naxoiso Yepes®
Centre Piloto ICE

Avda. Antonzte G4lveg

BURCIA

Manuel Cobarro Gercia

Manvel Richart Zapsta

José Lino Berné Rufete

Dol grupo IKDINA

I JORNADAS SOBRE LPREFDIZAJE

oL

ENSENAXZA DE ILAS MATEHMATICAS

(Seville, i5, 16 y 17 de Abril)

“El Seminario de DidSctica de las Mztemgiices do EGR
del ICE como médio de Perfeccicnamiento didductics
e innovecién'. ’

MUECTIA

3 o
BECRSEEDSNE

Abril de 1962
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Introduccifn.

Las razones por las que el "Seminario Permanente de Didéctica de
lag Katemfticas de EGB" de Murcia trae esta commicacitn a las II
Jornadas son doblesy por una parte queriamos ofrecer nuestra orga~
nizacién suponiende que; en algin caso, pudiese sbrir posibilide-
des nuevas de realizaciém el trabajo immovador en grupo; pox cira,
¥y fundawentalmente, queriemos contrastar nuestirz corta experianc;"!.a
con la de otres grupos & fix de encontrar en comfin respuestas csti
mlsntes a lng interrogaciones ¢ue ge noas plantean.

Croecibn de)l Seminario.

Durante el curso 79-80 el ICE de Murcia solicitaba la cresoién
de este seminsric de EGB, oonjuntamente con la de otras drsas, tvas
los contactos mantenidos con el.C.N. "Narciso Yepes", Centro Pilo-
to‘dei ICE, El Colegio tenfa myy claro que habia que crear un medio
de intercommicacién permanente en la Regitn, el Colegio no pocila
quedar aislado de la dindmica educativa general.

Se concedié durante el curso 80-{31 ¥y para constituirse el IR
mandd una cirsular & todos los centros de EGB y redios de comuni-
cacién de la Regifn, invitando a todo el profesorado a que parii~
cipase. Cada Seminario se autodotaria de un reglamento y nombraria
democréticamente a sus coordinadores; el Centro Piloto pariicipa=
ria como wn colegid més en iog seminarios.

En ¢l segumdo irirestre del curso pasado (80-51) quedé consti-
tuico este Seminazrio.-

M




3o Objetivos.
3.0) El objetivo fundamental es conseguir la innovacién educati

va en ol Area de Nateméticas.

Para conseguir este objetivo nous hemos tragado oitros dos
estrechamsnte relacionados entre sis

)
3.1) La formacién Permanente del Profecorado s través des

~ Encuentros en torno a alguaa cuestién de diddotica
Hatemftica. '

- Cursillios organizados por ¢l ICE a peticién de los
miembros del Seminario segin las neceslidades que
a ellos se les plantesn.

~ Vizjies. Un ejemplo lo constituye la asistencia a

estas Jornades.
- Publicacién de conclusiones, si las hay.

- Imparticién de "curgillos" ouando haya algo que

ofrecer y a peticitn de los interesados.

«~ Contactos con profesores de otros niveles educativos.

3.2) Fooentar la experimentaoién didfcticas ofreciendo el Seming
rio todo su-apoyo a los ni.embros ciue lleven a cabo experiens=
clase
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4.- Orgenizsoibp.

La fnica condicién que nos pumo el ICE; y que ssumimos plenamen—
te por ostur de acuegrde con elle, es que el Seminurio dé fruto a
ser posible y, en cuslquier caso, quede constencia de su actividad
durante cada curéa escolar; ofreciendo los resuliados. a todes los.
compatieros interesados en concoerlos.

Todo profosor que lo ha deseado ha sido admitido, esté en aciivo
¢ on parv, proveds. de la ensefianze estatal o de le privada.

El mézimo organismo decizorio es el Seminario en esambles. Este
elige ¢ada Surso escolar sus coordinsdores: un coordinador propia=—
wente dicho, un secreiario, un tesorero y un responsable de rela-~

ciones.
las rounionss scn quincensles Gon una duracidn de dos horas.

-El seminario dispons libremente ‘de sus fondos.

.

Or-gnnigrens

SE{IKARIO en  ASAMELEA

Coordinadoves

Coordinador Seoretario Tesorero Ralaciones

De eudn rewnibs dcl Seminario se levanta wn Yacta pedagbgica® y

al Tiral de curso se redacia una memwoOTris.
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5o

¥edios.

Disponcuos des

5e1) Frasupuesto propic asignado por el ICE, en funcifén de nues
tres necesidades ¥ sus posihilidades.

5¢2) . Infrosstructurs cel ICE (Reprograffa, citaciones, circui-
tos do Te V., etco) '

5.3)  Cursillos del ICE organizados & peticin nusstra.

Tensamog que estos medios constituyen wn instrumento valio-
80 para conseguir loa cbjetivos del seminario, aun asi de na
da servizinn si 2 sus wiembros nog faltasen iniciativas y
consiuncis. '

6o~ Dificultades ¥ agpbranzag,

La mayor dificultad que hemwos encontrado en el Semineric es hae
1lar sctividades conoretus gue motiven s todos eus miembrog. Actual
mente la pertemencia activa el Seminario estd integrada por wmas
veinticinco personas, awngue el nimero de wiembros ses bastante ra
Yyor. Creewmon qus las cspectativas de gran parte del profesoiado an
ougnto a su perfacclonamiento e innovacién se rofiere son “pesivas”,

. esperan que el seminario les 4§ salgo, especialmente cursillos. Hay

que mentelizaree de que es el propio piofosor 8l sujeto activo do
su perfeccivnamiento y de la innovacién edutative; se ha de compren
der gue ol geminario eus un equipo de trabajo con ,_ima"sez‘ie de me~
dios a su alcance. .

Bstas son puss las dos difioultades mayoress
- Eleccién de los temas a estudiar.

= Actitud pasiva en parte del profesorado.

En este tiempo hemos realizado w estudio critico de los progra—
mas renmovados de Matemdticass, algmos intercambios de.sxperienciag,
entrado en contacto con el Seminario de Matemdticas de BUP, dos cur
sillos y estamos on el estudic de la "Geometria en la EGB",

Penssmos que & pesar de las dificuliades enunciudas el futuro
del Seminario es esperanzador, después de wns fase de decantacibng
80 estd formendo wm equipo estable de trabajo, que entiende que la
inncvacién de 1w didéotica Matemftica y su perfeccicnamiento son
tarsas suyas que puede y debe realizar; las satisfaccicnes son gran
des y ‘se emcuenfran en el aula, entre los niﬁbs, fuente de nuestirss

ilusiones.

Murcia, Abril de 1982
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RECURS0S METODOLOGICOS

Los profesores de matemdticas que presentamos esta ponencia, damos clase en Ins—
titutos de Bachillerato a  nivel de B.U.P. » stguiendo wuna misma linea de re
novaeidén pedagdgica. o

Una peflexién critica de nuestra tarea nos ha llevado a plantearnos la necesidad
de realizar actividades relacionadas eon el programa o al margen de élL, a fin de
profundizar en algunos conceptos y despertar el interés de los alumnos.

-Expondremos a continuacidn algunas de las actividades realizadas en esta linea:

-Redaccidn, por parte de los qlumnos, de un trabajo sobre cada tema, com la fi
nalidad de que estructuren adecuadamente los conceptos adquiridos. En este tra
bajo se tendrd en cuenta la calidad de expresién, la presentacidn, la existen
eia o no de un hilo conductor del tema, originalidad de los ejemplos, ete.

-Elaboracién y exposicidn de murales con el fin de recoger de forma grdfica y
concisa los conceptoe fundamentales de cada tema.

~Recuperacidn del material diddetico ya existente:
~Libros reereativos y diddeticos par;a alumnog y profesores.
-Material audiovisual. -
-Aparatos de medida (ya existentes o construidos por los alumnos): gonid-
metros, pantégrafos, oddmetros. .. '
-Z_’aééztiempos.

-Juegos de mesa.

~Bisqueda de situaciones reales y concretas, cercanas al alumno, que facilt -
ten encontrar el aparato matemdtico para entender mejor, es decir, trabajar
"la matemdtica de las situaciones'':
-Estudio de recibos de gasto domdsticos fagua, luz, teléfono...)
—Aumento del precio de la gasolina.
-Altura de edificios.
~Observacidn de fachadas.
-Tablas de orientacidn.
-Construceidén de maprs.
h .
GRUP ZERO ,- ‘BARCELONA
. 317

| —



FICHAS SEMIPROGRAMADAS KN LA ENSENANZA DEL
ALGEBRA. EN PRIMERO DE° B. U. P.

Pablo Flores Martinez.
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1,- Introduccién.-

El programa de 1¢ de B.U.P. de Matemfticas encierra un conjunto
de temas que ya han estudiado los alumnnsfen la 5.G.B. , pero
que , sin embargo , manejan mas como automatismos de cdleule

qile coro conceptos suficientemente asumidos. Intentar que medlan
te la clase magistra1§ el alumo aprenda unos contenidos que el
cree ya dominados , résulta poco menos que utépico. Si nos plan
teamos como objetivo é1 conseguir que el alumno sistematice es~
tos automatismos y los relaciones entre sf,para constituir un

todo con el resto de "sus conocimientes y experiencias , es nece

sario utilizar unas actividades que "sean nuevas", pero que advier
y 5 : ) 25

ton que se estd tratando con contenidos ya estudiados,

Pues bien , el trabajo que presento,intenta contrastar hipétg
sis correspondientes a tipos de actividades partiendo de una
determipada concepcién de la ensefianza en la que se tiene espe-
cialmente en cuenta la situnacidn real del alumno y la coordina-
cién entre las estructuras mentales, con posibilidad de ser crea
das en 61,

Esto se traduce en una busqueda de la conexidn entre el interes

y la porcidén de realidad que sc presenta al mismo,

del alumno ¥ los contenidos instructivos ,. l1legandose a una cier
ta entonacidn de estos dltimos para leégrarla .

Mediante estas nuevas actividades,la clase,deja de ser 40 indi
vidualidades , para convertirse en una serie de equipos de traba
Jjo que elaboran su propia materia de estudio , responden a cues-
tiones,con la ayuda de sus ‘apuntes y libro de texto .. El profe-
sor se baja del encerado para , paseandose entre los distintos
equipos , supervisar el trabavo realizado por cada uno de ellos,
el rendimiento de cada dlumno y responder a las dificultages que
surjan a lo largo del tratamiento.

El grupo sometido a la experiencia no pres.nta ninguna carac-
terigtica especial dentro del Instituto de San. Pablo. Los resul
tados ohtenidos por sus compmentes en la prueba de sondeo,reali
zadia en el distrito,lo cuadra como un grupo medio.

Los eguipos de trabajo se han formado libhremente , aungue es
verdad que en Ciencias Naturales emplean un trabajo similar,
(Curiosamente los equipos de trabajo de Ciencias no coinciden
con los de Matemdticas , siendo 10s dos de libre constitucidn ).

-1 -

P
v
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2.~ Programacibn corta del tema : INUIACIDN AL ALGEDBRA.-

Bl terma en el que se desarrolid la experiencia es el corres-
ondlente & la parte de Algeonra de l¢ de BUP, Adjunto la pro-
ramacidn corta del mismo para indicar los objetivos y la dis-

ribucién de conteniaos previstos,

l.-0Objetivos especfficus.-
1.-[facer que el alumno conozca y distinga las expresiones

aigebraicas, . . : -

A

2.-llacer que el aiumno tradufva expresiones nunméricas,al len
guaJe aigebraico,

3.-Consegulr que el alumno resuelva problemas numéricus de

su entorno, o abstractos.

4.-lacer que el alumnrno conozca el concepio de funcxdn'y lo

interprete como relacidn idear entre magnitudes fisicas,

n

d

d-

t

ci.

5.-ljacer que el alumno ¢alcule elementos de funciones poli=~
: g U

émicas. : S :
6.,-Consezuir que el alumno resuelva inecuaciunes sencillas,

Z.-0bjetivos operativos,— El alumno,al finai del essudig:

1.1,A.- Conece el concepto de polinomio,

1.2.A.- Conoce el comcepto de frase algebraica,
1.3,A.— Conoce el coficeptv de ecuacidn,
1.4.A.- Conoce el concepiv de identidad

1.5.Co-Diferencia entre si polinomips y frases algebraicas.,
1,6.D0~ Difere"ci eohacioues de idéhtidades.

2.,1.B.~ Lxpresa algebralcambnne térmlnos numérlcos enuncia- -

i
+

0S8, o _
2.2.8,- Bx;'iresa algebraicamente relaciungskqpmérlcus eununcia
So‘ . * - .
Z.3.2.- Interpreta polinomios,verbalmente,

edode= lnterlreta verbalmente frases dléebralcaa.
2.5.0.~ Descubrew la relacidn ex1stcnte entre unproblena y el
corcua curreapnqdlénne.

3-6‘:“._

s dadas en forza de erfunciado,”

, . " g . Al =
Praduce a expresiones-algebraieis reldcicaes nuwméri-

2.7.Ce=Aplich teoremas a.la resolucidn de problemus,
2.8.0.-.econoce la relacidn existente entre, la solucidn de

o rrobleimis ¥V osu enunciadu,
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3.1.G.~ Resuelve ecuaciones eunteras de primer gradu,
3edeCo~ esuelve ecucciones de priser grauo racionales,
3.3.Co~ iiesuelve ecuaciones de segundo gradu enteras.
3.4.C.~ Resuelve ecuaciones de scgundo grado racionales,
J.5.C.~ Resuelve ecnaciones bicuadradas enteras.

3.6,u.— Descubre la relacién que existe entre las ecuaclones

de sistemas, y la existencia y ndmero de soluciones del rismo,

3.T.Co~ Resueive sistemas de daés ecuaciones con dos incog-

nitas,

3.8.C.~Resuelve sistemas de tres y cuatro ecuaciones con el
niszo ndwero de incognitas, )

3.8.C.— jtesuelve sistcras de dos ecuaciones cun dos incog-
aivas reducibles a ecuaciones de segundo gradu,

3.10.,A.~ Conoce el conceptu de sistema cumpatible e incompa
tible. , determinado e indetverminado,

3.11,A,- Conoce el enunciadv de una serie de tevremas y pro
siedades relatives a superficies , volumenes y relaciones en-—
tre lados de tiguras geométricas regulares y la relacién entre
esjaclio y tieupo y vesocidad en movimientos uniformes , asai
corn el vilor de las cifras de los ndmeros,

4.,1,A.- Conoce ei conceptv de funcién.

4.2.B.- hiferencia las expresivnes de las funciones polind-
micas de las restanyes expresiones algebraicas,

4.3.0.— Conoce los sigurenies elementos de las funciones:
criterio , variawle independience , variapie dependienve ,
eréfica » origen de un ndmero e imagen de un numero,

5.1.A.— Conoce el tipo de grdfica que tienen las tuuciones
polinbzicas de primer grado , Segundo grado y constantes,

5.2.A.—~ Con-ce las operaciones que hay que realizar para re
presentar grafiéamente funcioneés polindmicas de [rimer y segun
do zrado.

S.8.8.-itepresenta grafisamentc funciones polindsicns de pri
ner y sesunuo grado, :

S.4.Ce= Calcula imagencs y origenes de elementos dado e cri
terio de lu funcidn, i 4

5.53.0.- Catcula imagenes y origenes de nfiveruvs,daaa la repre
sentitelén griafica de lua funcion,

6.1,C.— llesueive inecuaciones de priaer gradu,sencillas,
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3.~Conteniaus,-

Lece1dn 5.- TRADUCCION ALGEBRAICA DE FUNOMENOS MUMEIICOS.-

&l ,~Prublemas numéricos resolubles mediant: métodos algebrai
cos, Dos rormas de resolver problemas numéricus, &2.-Concepto
de frase aigeoraica . &3.-Término a;gebraicp.

Leccidn 6.— ECUACIONES E.IDENTIDADES.- &l.-Ecuaciones e iden-
tidades, &2.~Ecuaclones equivailentes. a3.-ﬂ?soluci6n de ecua-
civnes de primer grado. &4.—Resoluéi6n de ecuaciones de segun
do grado. )

Lecc1dn 7.- PLANTEO Y RESOLUCLON DL PHULLEMAS ALGEBRNIICUS.-
&l .-Planteco de problemas , Problemas directos, &2.-Flonteo de
problemas .jue exijan el empleo de teoremds o prepiedades. ro
piedaaes geoméiricas. Velocidad., Volor de lus cifras de los
niineros, .

Leccién 8,- SISTEMAS UL ECUACIONUS.- &l.-Ecuaciones con mas
de una incoegnita . %2.-Sistcmas de ecuaciones . &3.- Tipos de
sistemas. &4.-Formas de resolver sistemis,

Leccidn 9,~ FUNCIUNLS POLINONICAG .~ &l .—CoOncepto de fuucidn,
Fune1dén poli némicva, klemenvos, a2.,-itepresent:cidn gr&fica de
tunciones, &3.-Representacidén grdtica ae funciones polinémicas
de primer grado . &4.-illepresentacidén grdfica de tunciunes po1l
aémicas de segundo grado. &S.-ilepresentacién godfica de funcio
nes constanves,

Lecc16n 10.~ INECUACIONES.- &l.-Conceplo de inectucidn. fesi-
gucldad, Signos de desiguuldnd::&z.aubtenc16n"de soJucrones
de inecuaciones de una sota ihc&gﬁita. Principios de eyuivalen

cia de inecuaciones,
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Je—~pxplicacidén del punco de vista adoptado en la ‘concepcidén
del Algebra de l¢ de BUP,.-

JPor qué las ecuaciones antes gue las operaciones con poli-
nomios?,:,C6mo se puede resolve un problema algebraico sin ha
ver hablado dei planteo ?. Es decir , ;por qué esta distribu-
c1én y ordenacidn de contenidos %,

La respuesta a esta pregunta estd determinada por las ideas
del aprendizaje desarrolladas en el punto 2 del presente tra-~
bajo . En base al analidis enunciado en el citado punto se pue

;den hacer las sigutcentes consideraciones correspondientes al

tenic del programa jue se trata:

a) La realidad dei atumno a la que corresponde el Algebra que
se estudia en prfmer curso de BUP la constituyen los "Proble-
mes numéricos" de resolucién complicada mediante métoaos ope-
racionales,

b)La estructura gue abarca esta realiuca la conétituye la que
udoptan las expresiones ijue resulian de traducir las informa—
ciones de los problemas a lenguaje algebraico,

c)Los alumnos de 1¢ de BUP han manejadov los polinomios » ecug
civones , etc , en la E.G.B. , habiendo aprendido las formas de
sw.ar , restar, multiplicar y aun dividir estos entes abstrac
tus a un nivel suficilente para resolver ecuaciones ®ncillas.

d)El concocimiento gue los alumnos tienen de estos concepLos
€s , generalmente , abstracto e insuficiencemeute sistematiza
o . La base inturtiva es mfnima , Por tanto la estructuracién
de ellos exige una clarificacidén del valor de los etementos al
gebraicos (difrerenciacién de polinomio-término de ecuacidn-fra
3e y de funcidn~relacidén )y una relacion,con los elementos ya
asucidos del lenguvge , 1o wmas amplia posible (la suma de poli
no.:ios es la suma de expresiones gjue se refieren a un misdgo ng
Tero , la resolucidén de una ecuacidn es la obtencidn de una fra
se equivatente a la primera (ue indijue el valor niméricv del
udrero desconocido en principio , y la representacién gridfica
de una funcidn es la traduccifbn.air dnico lenguitje posible.,de
1o existencia de una infinitud de solucirne~ que aparecen 518
tesatirzadrs ), - ’ '

e)rur ranto ¢l organigrama de los contenidos ¥y las: operaciones

1ot tives que hay gue realizar para introdueir Y estru cturar

'n

dEoegatesidos siguicutes es la

qr‘

ORGANIGIAMA DE LOS CONTENIDUS DEL ALGEBLA DE 1: de BGP.

PRUBLEMAS NUMERICuS Centru de Interes,

Traduecidn

Amplilacion delr calculo
numérico a diferentes
formas de expresidn de
los numeruvs (algebralca,
grifica y numerica )

LENGUAJE ALGEBRAICO |
e 1 3 H
Ficha 1 Analisis |
Polinomios~Ecuacionex
(términos) (Frases) 3
2 RESULUCION DE
Aplicacion | PEUSLEM:S.

Ficha 2 RESOLUCION DE ECUACIONES

- o 7o : Ao .Mediante operaciones

Ficha RLS_OLL(,ION DE PROBLEMAS K, o P

i ohs 1S CION DE STSTEMAS .

Ficha 4 - HquLULIOR DE SISTEMAS, .Algebraicauente,
Generalizacién en Mediante teore-
resul tadvs y métodos 1as y principios
de expresion: fisicos,

Ficha 5 FUNCIONES POLINOMICAS. .Traducibles a

) . cuaciones ra-
(Fucniones numéricas). /ZEionales.

--estudio oo : .

particularizade/// i geneiillzac;On

Ficna 6| DIVISIBILIDAD FUNCIONES HACIONALES

DEPOLINOMIOS |5 | pliACCIONES ALGEBRAICAS.
_(re1a01on‘con ) Ecuaciones racionales,
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22 Parte.

ENClLA.-

[:_l

l.-irogremacién de la experiencla.-—

1.1.1.,-0hJetivus generales.-

cognocitivos,.-

1l.-llacer gue los aluunos alcancen uid idea intuitiva de la
razén por la gue se introduce y debe estudiar el Algebra,

Afectivos,~ Técnicas.- ]
2.-lzcer jue el aturno explee ei libro de texto , apuates,

y utilice los instrunentos de escritura asi como intercale

cuestianes prletices duranve el estudie de un temi,

Actitudes.—
a re-
J.-Consegurr Lue ei clumno tenga buena disposicién pura

cihir los contenidos de lu materia,
4.-Consepguir jue el atumno responda a las actividades de cl3
3e, . )
5.-ilacer cue el aiumno amtepunga el velor de la comunicacion
: 0 i chardd 3 o <]
v oLywda a4 3u3 cumpisieros a la competitividad con etl: s,

i ; - 2 raha2jo en
G.-sonse;,ir que el alu'no orgnice su tiexgo de trabhaj

e

un clima de maynr libertad o

1.1.2.,-Chjetivos especiticus.— El aiumno:
1.1.-Conoce 1l razon re existencia der wlgebra,
1. g
1.2.-5ivue 1a linea de razonumiento de obtencion de los dis
oo & 1
ti1ntos elementos algebraicos,
1.3.-0rdena , segun ura linea intuitiva , los conceptus ol-
s rel i 3 Q @ upos a otros
ge.ri.cos y descubre las relaciones que llevan de un d
2.1.-pmplea el libro de texto en el estudio de uin tema que
& ~pnplea e
no 4o captado suricilentemente en clase,
; i1 s de ¢ icacién
2. l.-umplex lafiz y papel y resuelve cuestioues de aplicacion,
ientras estidlia,
‘L.—0 se cierra en la incomprensidun de wi concepto,

Gele-N0 ricrde el tiempo con oLro3 asuntos ajgerios al tema
da eotuio.

1,1.-317ue er estudio de las fichas en las noris de cliaoe

previstas,

de2,-N0 pierde ei nilo cunductor de la ar"x"entnc16n reali-

da para introducir los contenidaos,

S.l.-Procura ir al mismo ritmo que sus compaiieros,

5.2.-_spera a los companeros mas atrasadus,

5.3.-ayuda a los compaﬁerbg de equipo que no corrrenden un
corcepto o que han perdido elj ritmo por alguna razén.

5.4.-Colrbora con sus comp safieros a que el ritzo de realiaa-
cidén de ta ticha sea el prev1sto.

S.d.=Antepone el que sus companerus de equipo resuelvan la
ticho a la obtencidn 1nd1v1du31 de una caiificacidén mas aita.

6.1.-0Organiza su tiempo de manera adecuada a su ritmo.

6.2.-is cunsciente ae la libertud de elecciédn dey lugar de
estudio y hora de hacerlo,

1.2.-)M&todo y actividades.—

.Realizacidén de unas fichas de trabajo persoualizcao pora que
los alumnos 1as resuelvaen en egulpos y , fundamentalmente,en
las noras de clase.Zstas richas se realizaran de meuera gue
puedan repartirse a cada uno de los alumnos de manera gratui-
ta., para lo cual se reclizardn a qul ticopista o foutocopiado-
ra .Tenienao en cuenta que cn las tiechas aparecen figuras no
necesariatente comrfuestas por lineas rectas , resuita mucno
mas efectivo la fotocopiadora , en cuso de que ‘se dispouga de
la multifotocopiadora,(Las Gue presento se realizgcrdn,las dos
primeras a multicopista y lus restantes a fotocopias ),

.Entrega de las fichus a cuda uno de los alumnos del Zrujo.
Truwajo de los alumnos slcu1cndo lus darectrices de 1as fichas
durante un tiempo dgturmlauuo(“ue resultd ser el sisuiente:
Ficha 1, 4 clases , ficha 2 , 5 clases; 3 , 5 cicses ; +, 5
clases y 5, 6 clases).

oA la Vista de L2 marcha de 1a clase renlizaré o uo nn  re-
samen de los conocliientus encerradus en ta fieha o blen aedl
cilré una ctase 2 ld _resolucion ae dudas surgidas a 1o torso
del estuutn, (In 1a experiencia anadil una hora de clase mos a
las f1chas 3 , 4y 5, en 12 Gque cumencé PO dA0r 1os resuluia-
Qus e 1los ejercicios propuestos y ei reswo lo dediqué a resi
aMlr 10s conwvenidos., Tspecialmencve en e) ¢hso de 1os sIsteras
se 1170 noceaniu estp , 10 que Jdo a entender quo'la ficha o

es todo Lo espxx e1ta jue aeberia,),
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.Una vez transcurride el tiempu cedicado a cade ficha reall
zaré un ejercicin de control , resunelto de forwa individual
¥ cuya: cuestivnes contrastaran el aicaice de los objetivos
Previstos ai principie de eada ficha, (En la experieucia rea
licé un examen de media hora para la primera ficha dedicaundo
la vira meci hora ue esa clase a la currecc1§n colectiva ae
la wiswa. Las demas Yichas fueron evaluadas mediante un ejer—
Clciuv que Auré 1o nora cumpleiva sienau de desvacar que el jGue
#as Llempo les ex1yl6 fué el ue sistrmwas de ecuaciones , ejer-—
c1lci0 eu el cual se produgjeron Los resultaqos_maa desiavoranles)
("espues de las 34 clases dedicodas en hotél al-estudio y eva-
fuacion periodica de las fichas realieé un ejercicly resumen
Jara acueltos alumnos que habian alcanzauo una calificacién
e 1nsuriciente mediznte 105 ejerciclos periodicos y ‘ue Leng
ralwente habian alcanzado una calificucidn de insuficiente en
“lgnun nivel mfnimo de los previstos en la prugramacién larga
el:’borada pour el seminario., Asi mismo , y como forma de contras
tar los resultados alcanzi.dos mediante lus fichas., realicé un
czumen planteado pur un compailiero dei seminario en bLase a los

c:ntenidos jue yo le comunique gu: hibfa tratads perv sin deter

~inurle los objetivosque nhabfa evaluado ; la calificucién e

este ejercicio fué hecha por el profesor gue la plantco.).

A continuacidén figuran las fichas entregadas para estos temus:

2.,~Fichas,-

1,-A1 final de1 estudio del tema que comienza con esta ficha
debes saber hacer: {

l.-Conocer y clasifﬁcar las distintas expresiones algebraicas.
2,-Traducir expresibnes numéricss al lenguaje algebraico em-
pleando teoremas , si es necesario.

3,-lesolver prublegas_numéricos » tanto reales como abstrac-
tos , dados en forma de ecunacién,

Una vez estudiada la ficha 1 presente y realizadas las acti-
vodades que en ella se seiialan debes ser capaz de :
1.1.-Conocer ei concepto de polinomio,

1.2.-Conocer el coancepto de frase algebrajca.

1.3.,-Conocer el concepto de -ecuacidn,

2.1.-Expresar algebraicamente rérminos nimericusdados en len
guaje habitual,

'2.2.-Exprcsar algebralcamente relaciones numéricas aadas en
lenguaje habitual,

2.3;-Interpretar mediante palabras , polinomious y frases alze
braicaos, i ' '

1

2.-Desarrollo del tema.-
Deberds ir estudiando el’ Tema en los libros Y apuntes gue se

sefialan en el Guidén , haciendo las cosas que se indican (que

generalmente vienen seiiatadas con el simbolo § y un ndwero )
y rellenando los Huecos’

Fara trabajar en la prnsenbe ficha 1 dispones de cuatrg cla-—
ses, de manera que el tiempo que Pierdas en clase ‘1o tendrds cue
recuperar por tu cuenta . pn la quinta clase realizarenios un
ejercicio subre lo que debes conocer ai trabqwur esta ficna,
segun se indica ‘en los parrafos anterisres,

3.-GUION,.-

«<l.-pos formas de resolver problemas numdéricos.-

.Piensa cn el siguiefite probléma:

"Segilin una antigua leyenda , habfa en un bosque un arbol que
t<niz ¢l wronmeo hueco . 3i en el trongo se depositaba una cier
ti cantidad de dinero , el tronco devolvia el doble. gl. artel”
aStaba escontido entre los demasty golo comocia Su lugar un
vieJe Lechicero , quien ,por hacer esta operacidn , cobraba 24
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monedas de las gue resultaban de la operacidn. Un sefior quiso
probar este hecho y le d16 al hechicero una clerta cantiaczd
de monedas , este le devolvid el doble y de &1 se cobrd sus
24 monedas , Ilusionado el sefior volvidé a darle el dine-o re-
Jultapte y et hechicero repitié la operacién .ilizo el seiior,

‘Bor tercera vez copsecutiva -, la entreza y el arbol devolvid

el double de lo que habia depositado en €1 , pPero al cobrar el
heciticero las 24 monedas resultdé que no quedaba. ninguna para
entregar al desilusionado sefior , sQue cantidad de monedcs en

"tregé el sefior la primera vez 2. ",

($.1).~Durcnte einco minutos intenta resolverlo ',

«Se puede resolver de -dos maneras:. LA PLIMERA consiste en
pensar: "sSi el hechicero se qued$ con 24 monedas y no devolvid
mada tras la tercera operacidn es porque el troneco habia da-
do exactamente 24 monedas . Hstas eran.el resultado de haber
dobladv la cantidad cvlocadz en segundo lugar y haberse cobra
de el hecnicero sus 24 monedas correspondientes, luego éa la
segunda ocasifn e1 arbol did : monedas ., ($.2)(Sigue
aciendo el mismo razonamiento y calcula el numero de monedas
que el senor entregdé por primera vez al hecuicero rellenando
el siguienie esqguema: ' '

recibe el sefior dd el arbol se coloca en el arbol

0 monedas L A

——————

32 vez,

28 vez
12 veg)

«La SEGUNDA furma consiste en suponer que la cantidad de mong
dasentregadas en primer lugar es un ndmero conocido N » enton
ees -

12 entrega: N el arbol d4 : 2N , el hech. entrega

2% ehtrega: 2N - 2a " 2(2N - 24) "

2N ~ 24

3% entrega: " 0 =

($.3).(ltesuelvelo de esta segunda forma ).

« Tambien de estas dos formas se pueden resolver los proble-
mas siguientes: : ¥ i

1)Los tres cuartos de un queso vzlen 300 Is .¢Cuanto vale el
queso cumpleto?. ($.4).(Resmelvelo numéricamente , es decir

de la primera forma.). .

La segunas consistird en consiaerar gue el queso vale X Iis

con lo gue el enunciadv se traducirfia en la forma : (3/4).x=3C0
coen lo que : x = 300.4/3

($.5).(Calcula la solucidén y comprueba que verifica la condi-
¢ién del enunciado,).

($.6).(esuertve de las dos forins el prublema : "Un sefior tiene
uia- cantidad de dinero que es ifuair al triple de la gue tenfa
antes de cobrar 600 5", jCuanto dihero tiene este sesor 2. )

«i51 pues vemos g ue hay.otra (la primera forma 1a estudiamos

& en los problemas numéricus y es a la fque geheralnence se le

"llama "la cuenta de la vieja" ) toraa de resolver problenas nn

s8ricos jue llawaremos ALGLLRAICA y que consiste eu representar

wediante una letra , a la gue tlararemos inedunita (o variable

3€gUil et edse) , el ndmerv buseade y traducilendo el probifer

daio. a una expresidn en 1. qre solo aparezean los siancs
- - R . .

méticos y estas letras,

2.-CONCEPTO Dii FRASE ALGEBRAICA.- ., -

.

($.7). (Bxpresa en forma algebraica - sustituyendv el ndmero
desconocido por una letra y las palabras de operacioies mate-
mfticas por el signo currespondiente — las signiences expresio
les: g

‘a)El doble ﬁe un ndmero es igual a la suma de dicho nimero y 3,
b)poce es igual al doble de un nimero,

c)La suma de un niiero y tres es igual .a siete, ]

d)La suma de un ndmero y sels es igual a1t triple de dicho ngd
mero. o -

(<+8).(Expresa con palabras las siguientes expresiones algebrai
cas: ‘ ' =

e) x +7=2x, £) 6.x =12, g) x+4 =7, h) = +12 = 4x ),

.lara encontrar un ndmerv yue verifique ecada uno de los enun—
ciadus anteriores piensa; e);yue nizero hay que- suriar a 7 para
Glte resulte su doble ?.h)gyue nirmero hay gue sumar a otrv para .
gue resulte su cuddruple ?.Efectivamente habrd que suparle 3u
triples Los t) y g) son evidentes una vez traducidos a palabras,

«Observa que las expresiones algebraicus te ayudan a la reso-
lucidn de prublemas numéricos pero gue la traduccidn a palabras
de las expresiuvnes algevraicas te ayuda a calecular el valor bus
cado en los problemas , asi couo a couprobar si la solucién
obtenidas es vilida .

(4e9)o(Traduce los enunci-dos de los prebleras 2 , 3 y 6 de 1la
pdgina 271 del libro de texto a expresioues algebraicas , inter
preta estas por mediro de palabras e intenta calcular de esta
forma el valor que los verifica .).

«Considera las siguilenves expresiones:

a)La mitad de un ndmero,

_b)sSuma del cuadradv de un niimero y ei pruvdiicto de dicho nize-
ro .y tres, ,

‘e)sl cuadrado de la suza de un nimero natural y tres es menor
que cineco, o

d)E! cubo de un nfizero es igual a ocho. )

e)}La suma de un nifmero negativo y cinco es mayor yue tres,
f)biferencia entre un ndmero y einco, o

(s,10).(¢Puedes encontrar ntmeros gue verifiquen cida uza de
ellas?. e cuales no?. ;ikn Gue se diferencilan estas de las
otr. s?. ) T o : :
.Observa yue las ¢) , d) , e) contienen una relacién . La de
c) :"es menor que". ($:11),(;cunies son las de d) vy e)?.)

. oA las expresiones que tienen signo de relacidn las vomos a
Plamar PRASES ALGEBRAICAS » Y @ las que no lo tienmen TIIGINOS
ALulsiaIcos, g & L ]

($:12),(Ue lds siguientes expresiones indica cuales son frases
v cucles términos subrayands en las frases la felacidn: —
a)La mitid de la edad de un howbre es 38 afios,

b)La suma de la eddd de un hombre y cingo. .

‘¢jLa -sunn del cuadrado de o edad de un howbre y cinco uitos
liacen Zu.

é)
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&3.-CON

d)ul duble del pruducto del cuadrado de unnimerv y ei_ cubo
de otro,

e)La Aivad de un nimero es menor que su cuadrado, .
Intenta encountrar alguna suvlucién de las frases. ).,

($.13) (Lee la preéuntc 16.1 de lapigina 163 del 11bro de tex-—
to . CONCEPTO DE EXPRESION ALGESRAICA. ).
(4.14).(;Toda expresidn aigebralca es una frase ?. jPuedes, cal
cular soluciones de cualquier expresién algebraica?. )e g
.A las frases algebraicas en las que el 51gno de relacion?es
el de igualdad las vimos a llamar ECUACIONES. :
<A las frases algebralcas en las gque el 31gno de relaclén'es
e1 de "mayor que" "menor que" , mayor o igual gue " y memnor
‘o igual que" las llamaremos INECUACIONES,

BPTO DE TERMINO ALGEBRAICO.-

Trataremos de analizar loe eiementos que entran a formar. par

te de las frasesalgebraicas, 3

.Consideremos la frase atgebraica : 2.X° =x + 1 ($.15).(Ex~
presala con palawras.).0bserva que se componen de dos té&rminos
y un s1gno de iguaidad (en este ceso, perv puede ser de desi-
gualdad si se trata de una inecuacidn).
($ 16)(Exnllca brevemenne en yue se diferencian los téruwinos
de las fraoses),

;Efectivamente un térmlno algebraico no tiene sentido comple:
to. y por tanto , no tiene sentido pretender calcular el valor
~del ndmero al que se refiere la voriabls,

($.17)(Lee 16.3 pézina 166 , 167 y 168 y 16,4 pgblna 168:Concep
to e ménomio , suma y difernci. de monomios. Bscribe la de-
Tinicibu de monomios y sus elerentos. Hscribe la definicién de
gradu de un monomio.)

($.18) (sellala cuales de las signientns expresiones algebraicas
son nonomios y deterrmina su grade., Subraya en rojo los coefi-
cientes y en azul las partes literales,

2£° 3x2 + 1 ((2/3).x.y%)°
2 2 x I 2.Xy - 33.x )

- 3a Xo2eX
($ 19)(Resuelve los ejercicios 16,1 pdgina-173 del libro de
texto y 16,3 pdgina 174,).

($.20)(Lee 17.1 pdgina 178 , CONCEPTO DE POLINOMIC. Escribe la
def1n1c16n de polinomio y grado de polinomio. Resueive 17.1 wd
ina 184),

($._1)(oes un polinomio una frase completa? g Por qué?,ue sig-
qo de relacidn aparece en €1 9;Es un término 2.

3 =X —ux2,7

($.22)(Traduce a palabras el s:vuiente polinomio y calcula el

vilor de "x"que lo satisface : x° = x + 3 )

($.23)(4,En que se diferencian los polinomios de las ecuaciones?)

($.24).(Determina ei grado , cveticient@s y parte literal de los
sigulentes monomios y polinomios:
a)Doble dél cuundrado de un ndmerv, b)uitad del pruvducto de dos

c)zumit del cuwodrado de un nicero y 3 nime cos. |

d)Trigle del producto del cuaurado de un nidmero Yy e1 cubo dd utros

FICHA 2, ECUACIONES.-

1.-Al final del estudio del temﬁ en la ficha debes saber hacer:
1.4.-Conocer el concepto de IDENTIDAD,

1.6.-Diferenciar las ecuaciofes de las_identidades.
3'1.#Resolver ecuaciuvnes de primer grado,

3. 3,—Aesolver ecuac;unes de segundu grado.

3. Sq—Resolver ecuaciones trinomias.,

2, ~GHION.-
&1 o =L CUACIONES § IDENTIDADES.-

(8.1)(Expreaa en lenguaje nabitual la frase 2.x = o cale S I Inten
ta resolverla. ;De que grado es el monomio del primer miembro?,
el del segundu ?. ¢En que se diferencian ambos monomius?.).

.itn .efectuv esta frase viene a decir "El double de ui ndmero
es igual al dobire-de ese nimero ", (;Que nimero verifica esto?)

.A las frases algebraicas de este tipo se les llama IDANTIDADLES.

($.2)(Lee en pdzina 256 la preguna 24.1 :ECUACICNES E IDENTIDADES
y explica la diferencia gque exlste entre una ecuacidén y una iden

tidead. ).
($.3).(6Cua1es son las soluciones de una identidad?;Cu~ntas ?).

($.4).(De las siguientes expresiones algebraicss seiiala las ecu
aciones e i1dentidades y expllca la diterencia resolviendou las
ecuaciones:

a)a+b+e=23.( 3 +'= 4 3) b) 2.x +5 =2.x + 7.

c) 3.Xx - 2 =5.,x -2 d) x2 - T = =T & x e) X +5 =5=2X. )
&2 . ~ECUACIONES LQUIVAL“V“E .«

. o.La frase :"El doble de un ndmeio- vale 10" la podermos decir
tambien de la turma : "La suma del doble de un nimerv y una vale
once" . (3.5)(Traduce ambas expresiones algewrcicas y resuelve
las ecuaciones que resuttan. ). .

.Sea ahora la frese : "El cuadrado de 'un nidrero vale tre.ce".
iCormo la dirfas de otra trorma?. (;.6)(uxpresa esta y la jue tu
encueuntres €n frorma ae ecuacién ., Haz lo misuwo con la Eluulen—
te : "La mitad de un ndmero vaie 17", ),

($.7)(Copia de Ja pdgina 256 la pregunca 24.2 la definicidn de
ecuaciones eyuivatentes ).,

.’ara obtener una ecuacidn equivalente a otra tendremos gue
reairizar ojreracioOnes gue se contraresten entre si . Coasio cada
ecuacidén tiene dos miebros , las operaciones que pedrewos ha-—
cer en una ecuacidrr pars obtener otra eyurvalents serun
3).Sunar un xmismo nudumero a los dos wiewbros de la ecurcidn:

La 2x -~ 1 =5 es ejuivalente a2 la 2x = 6 gQue nidmero iemos
SunLdo?.
ji) sRestar un ‘némer0 a los dos miembros de la ecudcidn:
La 3x + 2 es equivalenve a la OUx =
w) multiplicar 105 dos miembros de la eEﬁEETKI_por un nisro
.A..x ‘ero; _{ -
La ? = 5 es equivptirnie o 1o x = R
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D).sividir los dos mieabros de la ecuac1én por un mismo ndierwv:
La 3x = 4 es e,ulvalente a la x = q
P).ilevor al misiio exponente los dos wiexpros. co:pletos de la
ecuacign :
La ¥/ x = 5 es eguivalente a la X = 0
la).Extraer la raiz del mismo indice de los dus uiewmbros de la
ecuacidn: : -
La X j
%.8)(Une con flechas lus ecuaciones de estas dos folumnus jue
3ear equlvilentes: CoE

= T es equivalente a la x = _ + 4 g

3(x - 2) . e x? =3 o
21 JMEl triple dei nidvero b es ijual
4 x ='—§-. a la diferencia entre el qu;n—

~tuplo de a y 12" ..
o"La suma de un nimerv y su doble
es ‘igunl a czron,

5a + 3b =12 ,

v"suma del cuadrado de un

nimero w dos es iguai a s 12x = T =0
i " . .

cincvu . . 5a = 12 - 3b

nNevacrs | S Nl . .
Cuadrado de 1o suma de . 6x - 12 = 14,

un admerv y su doble es

igual a cero" .

coloca sobre cada flecha la letra correspondiente a las. opera-

ciones que hay gque realizar para pasar de la ecuaciéd de la

izjulerda a la de la derecha. ).

&3,~RESULUCION LDE ECUACIONES DE PRIMER GRADU.-

. Gracias a las operaciones S,i,M,D,P ¥ Ra la resolucidn de
ecunciones se hnce mas zencilla , ya que mediante ellas se pug
de. pasar de una ecuaciénde expri=ién complicada a otra cuya sg
lucidn sea mas evidente,

.La ecuacidén :"La suma entre el cuddruple de un nilmero y ocho
vale diez y seis" , es dificil de resvlver sin- samplificar
( .9)(Intents resolverla mentalemente sin reducir el enunciado)
verv si la expresamos en forma alge.raica , resulta : _ ol
que es equlvaiente a la "x ¢+ U = ".ZE.IO)laMg
dicnte que operacién se pasa de la primera a la segzunaa?/)y es
ta al trodueirla al lenguaje habitual es de sorucidn evidente,
(5.11)(iseribela y trata de resolverla mentalemente ahora ),

(5.12)(Bstudia en la pdgina 257 , la preguna 24.3 HKESULUCIDN
DL BCUACIUMES Di PRIMER GRADUO. ). -

(s.13)((uesuelve los problemas 24.2% 1),°2) , 4) ¥y 5) de la p&-
zina 267 ).(En todus ellos,, y un paso antes de despejar las in
e¢ésni tas, traduce al lenguaje habitual la. ecuacion resultante

y tratzc de calcular 1o solucién mentaiemente ; despues déspeja

¥ contr.sta los resuttadus obtenidus. ). ' S
NCTs IMPORTANTL.- La raya.-de fraccifn zctua come paréntesis, de
manera jue cuande dprrezea un - signo senos delante de una fraccién
deberas ' considerar que afecta a todu et numerador de la misma.

44.~RESOLUCICN DI ECUACIONES DE SEUpNDO GRADU.—

a9
.La ecuzcidén de segunao grado "x° = 4" se truduce , empleends
la opercceifn P en x = 2 ¥y x = =2 (ya gie "idoero0s cuyo cuadra-

ﬁ(S.lQ)(Inteutu resolver de este forra las x

Luegu. el pricer té

urado es cuatro son tanto-2 como su simétrico ),
1) 4 .
«La x - 4 es equivilente a la xa = 4 .(¥n virtud de la ope-
racién )Y ya estd resudlta, L

o . 4 3 :
oLa Xx* - 2X = 0 es equivalente a la x“ = 2x ue se lerfa :"_

(Be14)(sCual es et nimero Gue ai elevarlio ai cuadrado coincide
con su_doble? ¢Por que ndmero hay gue musttiplicar wxo para qu
resulite su cuadrado?, Luego , si "El producto de "x* por "x" es
igual al producto de "x" por dos " sefd porgge x = ' e )
3 =0)

serd : "pl cuadrado de un niimero mas el doble producto de di-
cho niirere y tres , mus _ -es igual a cerov.
Luego se podria expresar de la forma:

: 2 .
(x +3)" =0, es deeir : x + 3 = 0 y de aquf : x =

($.15) (Traduce al lenguaje habitual la "x2.+ 2.3x + 32

2
La (x -+ 3)7 = 16 aparecerd expresada en torma cde ecuazcidn
en la forma : x2 4+ 6x + 9. = 16 —=-— x2 + 6x + = 0.

ero (x +3)2 216~ (x+ 32 22 ()2 T xta3-4

) o X+ 3 =4
que son ecuaciones de primer grado facilmente resolubles.

.Luego si las ecuaclones de segunao grado se pudieran reducir
a cuadrados de bincmios , mediante la extraccidén de la raiz
cuadrada de los dus riebrus de las ecuaciones resultantes que
darfan reducidas a ecuaciones de pricer grado que yo sate;os_
resolver, vamos a iantentar convertir una ecuacida de segundo
grodo cualquiera ea el cuadrode de un Liromio: )

Noe . 2 . 18 | ’
.09531§elemos la x" = x - 6. =0 , para tomirla come suadrado
&S_au binoaiv tendrewmes gue couviderar que , en ese binomie 0
X% eu el cuadradr del primer mzono#®io ( es Cecir,"el cradircdo de!
- " - - o —~an 0 i anls q EPS i )
gxlmeroﬁl)g‘y "~X" : "menos el doble producte del primers (x)
por ei segunao ",. luego el seguawo wonowio serd 1/2-, pura jue

M-l xe (1/2) = =x " entonces la ecuacidn ls uodrec
S N e s v podrenos escrabir
2 1 1 .2 ) .
=205 x4+ ()% =6+ (F)% = (x - 2 =1
, 1 _ a7 _ '
——— x—?=+ Z y x_%..=_. I N

la %% - 4x + 3 =0 )

2

+xar: resolver en genaal consideremos.la "ax® + bHx + ¢ =0" y

rgalicemos las operaciones anteriores:

"pxz" , serd "el cuadrado del pricierov,

u3x" serd el doble procucto del primero por el se:uido"

iuo del binoaio serd v& . x . )
Cotio "(2.Va o X ).(sezundv tér ino) = b.x " uebévi ser sste
sepuaao térmiase iguar a b/(2 ¥a) con lo qué,quedé}éjv )

— 2, . b b . '
(Na~ .x)° ¢+ 2@ .x .+ ( ,(——Jz - 2
] *Zova Tl o= Zya )7
es decir: (\a .x + b 3 b__y2
PE X+ Ej—riﬁ =-c + 5 v.E_) « ahora odien

)
51 el seguado miewbr
voolendo en cuonts et

de esta igualded resmitora negutive -
volor de "an by "e" - pno soard verd
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Ticarze esto Bltiwe igueldgd , ya yue et primer miembro es po-
s1t1vo . Ln este caso lo ecuacibu no tendrfs solueidn.
supongemecs yile es positivo , por la operacién Ra, sesulta:

Ja— . x L0 -c +

( =) y despejando y Lﬁclen
2R do opersciones , reaul

t»; X =

2.0 i
(..17)(educe 1z eXUrLalén anterior hasta qbtener estu.).

Observa quesi hemOs considerado que "ax " es "ei cuudradd
Gel primero" de terd ocurrir gue "a" sea positivo, 1u§°u al apli
car esta férimula exigiremos gue el coeficiénie de "x°" sea po-
si1tivo., Zn ccso de gue una ecua016n lo tenga negativo obtendre
~0S una eyunlvulente,a la que se le pueda aplicar la térzila ,
multi; t1condo por (-1) 0

($.18)(Investiga s1 las ecuaciones s g"lentes tiene solucidn:
_>x’+5x-1=o 3x2 + 7x + 1 x* +5 .x +V2 = c.

(5.1¢) (Gltesuelve las ecuaciones de la pdgina 287 , egercicio
_0.1, 5) Yy 4) 6), 7) 9) Yy 40) .).

.20){Lee en la pdgina 283 1o pregunta 25.106: LCUACIOMNES TRI-
HCMIAS. Hesuelve los problemas 25,13 , 1) , 2) ¥y 3)e )

1.,-A1 tainai dé estudio y revlucidn de las actividades de la

ficlia debes saber hacer: I
‘2.5.—Descubrif el teorcma o la propiedad que hay que utilizar
paf& resolver cada prowblema, '
2.6,-Traducir a expresilones algebraicuas enunciadus de proble-
mas numéricos resolubles mediance el Algebra.
2,7.-Aplicar teoremas y propledades para resolver problemas,
2,8~ Reconocer la relacién existente emnire la solucidn de las
ecuaclones gue aparezcan en la traduccién algebraica de un pro
blema y el enunciado del mismo,

2¢—GUIOV [ e
+~PLNATEO DE PRCDLEMAS.-

(¢.1)(Lee'en la pdgina 263 ', .la pregunta 24, 7 ) "PtuJLEMAS DE
BRILCR GRADO CON UMM INCUGNITA™, y la 24,8, wJEMPLOS DE RESO-
_UCION.)

(V.u) (hesueive los eJer01CIUS 24,2, 24,3,24,4,24.5,24,7T y 24.8
pdeina 270, Ademas 2449 - em pleando 1la 1ncdgn1ca para represen-
tar el nudmero de anos . ue dehen transcurrir -, 24.10 - ewmplean
do como incognita la edad del hijo - , 24.11 - tomando curo in-
cognita el numero de gailinas - , 24.14 ,24,15 y 54,16 emplean
do la incogunita para répresentar a uno solo de 1os ndneros, y
24,17 . Con todus ellos eiebors , mientras los resuelves , un
cuadro cono el que v1en@ a continuacién: g

ne Yroblemai Datos i ’mq<n1tud des- | Ecuacidn Solucién del
i . : -fcunocida “ problema
' 2 Lall | [
1S i o
w2 o ~PLA \TE Sh PAUBLE’“S QURE EXIJAN'EL EnPLit) 08 T-OREMAS 0

PROPIEDADES .~

ollecuerda e interpreta los sigulentes teoremas ¥ férrulps.

(3 3).(Aprendetelos de nemcria durante La semena gue’ dedlques
2l estudio de ia ficha . Pora ello leelos cun atencidn y rep
telos cuidando , sobre todo , de relacionar los datbs conoeidoa
en c:.da uno de ellos,cun les desconocidos, Lo caso de jue aigu-
no se te olvide racilmente , copialo unas cuantas veces.

Ssurante ciiico winutos c¢ada migmbro del equipo se. deberd someter

&4 preguilvas de 10\.0Lr05 miebros acerca de esios teoreras .
{Por ejeriplo:gsCucnto vale ta suma de los dngulos dz .un trian- -
otlocualiera 2)). 7

(5.;,(Intcrpzeta el significado de las letras que anteceden a
cuda pno de los teoremas y propiedades siguientés:

(longitud base loa. i

-
(=
-t
~
<
-
o

Tr.S.~- Superiicie de un triasngulo =

Lofpt

freA.=La suma de los &ngulos de ua triangulo vale 180¢,

1337




Tr.P.~Teorema de Pitcglras.— En los triangulos recﬁéngu;os se
verifica gue el cuadrado de la lougitud de lu hipotenusa es
igual a la suwma de los cuadrados de las longitudes_de lbs ca-

‘tetos,

Re.S.~Superficie de un cuadrilftero recténghib =
Longitud de la base x longitud de la altura.

Po.S.-Superficie de un pafgono regular =

_é{longituﬂ perfretro x apotema ). _ |
CsLe=Longitud de la c;rcunferencla': 2., .+ Longitud radio.
C.S.-Superficie det cfrculo = «(longitud radiu)?a
Pr.v.~volumen prisma = Superfticie base x longitud a1tura
Ci.V.-Volumen cilindro = Superficié basex longitud altura.
Pi.V.-Volumen Pifémide:_%(gyperficie base x longitud altura)
Co.V.—Volumgu cono = %(iupgrficie base xslongitud altura )
BS.V.-Volumen esfera = §(lopgitud radio)“, L, -

-Bs.S.=-surerficie esfera = 4,(longitud fadlo)z.ﬂn.

espaclo recurrido
tiempo empleado,

vm,-Velocidcd media =

Cif.N.~El ndmero 325 = 3.100 + 2.10 + 5 . El nidmero ABC (esdg’

cir , en el que A es la ciftra de las centemas , B la de_las
decenas y C de l..s unidades ) = A.100 4% B.10 + C ;
(9e5).(Indica que prupiedcd o teorema deheras utilizar para
resviver problemas en los que :

Comzcas te fidan Propiedad
.Longitud de dos lados de longitud del
un triangulo rectdngulo otro

longitudes de los
lados

.Superficie de un' cuadri,
rectdngulo y relacién nu-
nérica entre las lopgitu-
des de los ladus 2

longitudes de los
otros dos lados.,

sSuperficie de un trian,
rectdngulo y longitud de
un lado (o relacidén nuné
rica entre: los lados )

Superficie del cir-
culo contenidvu.

.Longitud de una circun-
ferencia

JLongitud de los ladus de

Longitud de la
un cuadrilatero rectdngulo

diagonal.

.Longitud de las aristas Dicgonal- ey
- de un prisma rectangular prisma . =

Tiempo que emplea

.Espacio recorridv por un
en recorrerlo

movil y velocidad que lleva

conxEeas

.Valor de las cifras
de un nimerv y valoér
del ndmereo ol

- -Pe-pidan

.Lugar ‘que ocupsan
las cifras en el
ndaerv

Propiedad

A

-Longitud de la gene- |Radio de la base y
ratriz de un cono y - |altura.
"volutien del mismo

.Longitud de las aris |.Volumen de la'.
tas de una pirdmide pirdmide
recta de base cuadra-
da '

«Superficie lateral de| .Volumen del ci-
un cilindro recto y al| 1fndro.,
tura : i

«Volumen de una bola .Nimero de latas

Y superficie que se pud de pintura que se
de pintar con una latal] emplearan en pintar
de pintura - : la bola

.Long@tud del lado de 1Superticie y altura
un triangulo equilate- | del miswo, o
ro, - - = g .

)

($.6)(Pon un ejemplo de cada uito de estos problemas y resuel-

.velo . Para ello imgina datos de acuerdo con lo que pone en

la colurna de elementos conocidos, )
($:.7)(Resuelve ios problemas 24,21 » 22 , 23 , 24, 25 26
28 y 18 - tomando como incognita la distancia que’bay éeSde
Madrid al punto de encuentro . &Que cocne tardsrd mas en .reco
rrer la distcneia?iCuanto tarda ei primero ?;Cuunto vaie la
incognita?iCuanto terda el segundo ?;Cuat es la velodidad .del
seguudo?.lesuelve el 1Y tomando como incognita la distancia
entre la ciudad de la que parte el coche yue lleva una veloci
ggg mgngr y ‘el gunno-de encuentro., ,De que ciudad estard mas
ca el punto de encuentro?,; ~iredgnita m i °
ke T ? ¢Serd.1a.1rco%n1th Zayor que 300
.Péra resotver los ejercicios de ($.7) situalos en un cuadro
como el-que se dié en la primera hoja de esta richa aladien-
do una colgmna en la que indiguesla propiedad o propiedades qu
debes utilizar para relaclionar los datos con la incogaita,

e
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1,-4al1 final del estudio de la ficha debes saper hacer:
3.10.-Coicer. los tipos de sisteras y sus definiciones.
3.6.-istudior si un sistema tiene o no solucién y determinar
si el nlmero de ellas es limitado o ilimitcdo.

3.7.-lesvlver sistemas de primer gr:do de dos ecuaclones con
¢o0s incognitas, : . .

3.9.~Lesolver sister.s de segvndo grado de dos ecuaciones con
aos iuacognitas. i

2,6,-Plantear problemas algeoraicos mediante sistemas.

{
2.-2UIdN. - ;
&1 .,~ECUACIONES CON MAS DE UNA INCOGNITA.-'
(vo1)(Lee en la pdgina 357 , 31.3 : PRUBLEMAS CON DOS 0 MAS
NCOGNITAS. ). .
($.2)(Plantea los problemas de la p$igina 361: 3l.ly 31.2 , em
_pleando ecnaciones con mas de una incdznita), :
&2 .~SISTHMAS DL SCUACIONES .=
,Las frases utilizadas ahora tienen dos variables y por tanto
10 tendrdnm solucidn inica , sino gue cada variable toma unvalor
al darle alzuno a la otra . Adi por ejemplo , en el problema
siguienve: ’
Prublema P.- Juan ha sido padre en el afio 82 , teniendo enton-
ces 33 anos ilentru de cuantos anos la edad de Juan ser4 el
cuddruple que la de su hijo Juanito , recien nacido en el afio

8egs

Jla primera relacidn la escribiriamos : "y = x ¢ 33 " , Sieg
do y la edad de Juan y x 1a de Juauito , lo cual significs que:

y obteniendv edades relacio
mdas observomos que cuand o
Juanitv tiene 11 anos , su
padre tiene 44 , que es su
cuddruple, luego dentro de
11 afios ( es decir en 1993)
se verificardn las dos con-
diciones del proublema,

edcd Juanito edna Juan

o

i.€ recuerds aigo este grafico?, jllecuerdus como se llaman
los diagramas de conjunios gue utijizan l1a linea cerrada

(mis o menos redonda) para meter dentro de ella sus elementos?,
Srectivonente Dlauiliy as DU VENN.

sfectivorenve estns grérico corresponde a una relacién entre
conjuntus nundricos represcniontes de edades’ y Tigados median-
te ra fruse: "Lz edad de JSuan (y) es leo suma de 33 afes y la
edad de cuanito (x) " , o bien : "Jucn es 33 aiios Tayor que Su
tijo Juanito" , 0o 3 "y = X ¥+ 33 ", a0

(%.3).(Lee en 1u pdgina 340 , 30.1 ; SCUACICNES COH DOS INCUG-
LIvall.)(sxpresa.da reluacidn que existe entre la edad de Juan
¥y 1o e Juanito en forma INPLICLITN y deter.ing su ;r.dos)e

(8.1)(Lee 30.2 : SISTEMAS DE ECUACIOXES. Pdzina 341 ).

{s.2)(Trata de calcuiar , con estas inforw:ciowes , Lo

(ve5)(Bxpresa los egercicios de la pagina 361 , 31,7y 31.8
el problema P como sistemas. ). ‘

.Caua ecuacidn del sistema determina una relacidén. . ]

(we6). (Expresa estas reluciones correspondientes a las pruble
jas anteriores ; dibuja los diagramas de Venn y determina.tres

- prres de uilmeros relacionados mediante las relaciones de los

problemas 7, 8 y P con el I ,).

&3.~TI. 05 DI SISTHMAS~
.Supongar0s que leemos en una revista de cotilleo gue:
i)denry Kissinger y Mcria sariiento tiemen entre los dos 160
anos,
Y que eu ouvra revista,no menos de fiar que la anterior , lee-
nos que: o
ii)larie sarciento nacidé en ei finai del siglo XVIII.
ile diremos de estcs dos informacioies?,

.supongamos ahora que la portera de nuestra casa nos dice:
i)Entre la Tomasa y su hija Federica tienen 60 anos,
pero que la frusera del barrio , que sabe todv , nos dice:
ii)La Tomasa y la Federica tienen euntre las dos 85 afios .
(4¢7)(Traduce ambas rrises a expiresiuvnes alpebralcas y forma
un sistema ,¢iue svlucirones tendrd este sistema?yCouio pudremos
decir que son las inrormaciones entre sf 2, )

.Pues bien , en casovs como este se dice que el sistema es IN-
COLPATIELE (Es decir , igual que las infurmaciuvnes entre si ),
(J.8)(Estudia si son cowpatibles o no los siguieutes sistcmas:
leyendolos e intenvondo resolverlos:
x+y=3 B bY x42y = 5 X2y =3 4 2x-3y =7 e) XV - 3
X+y=1717 Y2x42y = 177 2x84y = 1° l4x+6y = §? x=y + 5
Igualmente estuula si los sistemas derivados de lua troduccidn
de las siguientes informaciones son compatibles o no:

c)

f)i.~Tengo ei doble de gallinas que de cortijos .,
trizle de cortijos gue de gallinas.

3)ei.~Sevilla tiene 3,208,581 havitantes menos que jadrid.ii.-
Ent;'e Sevilla y Madrid tieuen 6.165.206 hebitantes,

h)Des kilos de per:s y tres kilos de naranjas me hon costado
295 s ,ii.-A mi hijo le he dado 500 Is para comprar tres kilos '
de peras y dos da naranjas y me ha devuelio 100 & .;5e ha que-
daao cun algun dinero ?,3s compatinhle el sistera?;ile puedo fiar
de mi hijo 2. ) :

.Supuitgarios anora las 1ufoarzcciones siguientes:
i.~intre e1 hijo y el padre ganan 3.300 s cada dia.
ii.-A la seman- ,tras cinco dias de trabijo , entre ei padre y
e) hijo ganan 17.500 .

ii,-Tengo el

.ue ga=-
nan el padre y ei nizo por separado. ;Tenenos suficiente iu;or
mne1bn para deterrinar cstas ganacias?,gCo. o0 dirias que juedan
las cantiacrdes?. Traduce estas informaciones a ‘sisteuc y trata
de resotlverlo. ),

270 1lamard - a :ye tipo de sistemas ?. Utectiv.rente cstes
<te~un son CCLIATI UGS , pero no tenemns zuricierts intur.a-
1 pira detersinar |sus soluciones, nor lo ;e se 1locon i o

'_1 ~dos

3

Cr it b= e

o (o
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(f l0)(Distingue los sistemas incompatibles e indeterminados.
de los sigulentes; .

2x43y=5 , ‘x-y=4 x+2y=5 , 3x—y=4 : 2x+5y:7
x+y =3 '3x-3y=4 ' 2x#dy = 10 ’ -3x-y=4 = ' x¥y =

Traduce los siguilentes proublemas al lenguage algenar1co y seﬁa
lnel tipo de sistem a que dan lugar:

2)i.-ue Lérdoba a de111a hay doble distancla.que de Sevilla a
Bcija. ii.-Ecija eadd a zmitad de camino de Sevilla a Cércdaba,
iii.-le i¢v de sevilita a €6rdoba y he vuelto y he recorrido el
cuadruple de la dlstpncla que hay entre Sevilla y Ecija. ocuan
tos kildmetros Hay de Sevilla a U6érdobag;Y & Ecija?.

b)i.~La direrencia enbre dos ndmeros vale 0., 1i.-La mit“d de
la ciferencia entre‘esos dos nimeros veie 0.

c)i.-Por T totellas vacias de goca~Cola y 3 de zumo me han da-
do 28 .., ii,-Por 14 boiellas de Coca-Cola y ninguna de zumo mg
han dado 56 U.QCu“nno me da por cade botella de Coca-Cola y |
cuan®u por cada una de zZumd?. ;Se ha equivocado el comp*auor?)

{$.11)(Bscribe las diterencies qQue existen entre los sigtemas
inc;m;mibles y sistemis indeterminddos corpletando el siguiede
cuadro:

{ NO tiene solucién a)

sistemzs Tiene un nidmegrv limitado
31 tiene solucidén de soluciones c)
B) Tiene un ndzero ilimitudo
de soluciones D)
Ejemplos:
A) : B) c) D)

a4.-FORMA DE RESOLYVER LOS SiSTEMAS .-

\$.12)(Lee en la :dgina 343 , 30.5: METOUC DX RSSOLUCION .DE
SLOTEMAS POR SUSTITUCION. 30.6.~-METODO DE RESULUCION DI SISTE
MAS 104 IGUALACICN, 30.7.-METODO DE kesOLUC1EN LD S1STEMAS POR
RIDUCCION, Al iratar el rétbdo de reduccida recuerda. los prin-
cipics ae equivalencia entre ecmaciones y las operaciones que
se pueden hccer con ura ecuacidén para obtener otra equlvhlente
& ella- es decir , gue tenga lus mistas soluciones gre la pri-
ners = que trataste en la fticha 2,) :

(8§.13)(Resuslve 30.2, 1),3),4),5),6),7) ¥ 31.8,31.,11pd:. 362)

(3. 14)(Resxelve 31,25,51,30,31.35,pdsina 363, previa lectura
do 31.1 pdeines 3351, Q i : '

($.15) (Resuclve 31.1:1) , 4) ,10) pdgina 360 ).

1.-Al final ‘del estudio del tema debes saber hacer:

4.~.-Diferenciar la expresidén de una funcién poﬂndmica de las
dezias expresiones algebraicas.

4.3.-conocer los elementos de las ruaciones qriterio, varia
ble independiente . Variable dependiente , Oreigen , Imagen.

5.1.-Conocer la forma de la grdtica de las fupciones poliné- -
mwicas de gradv cero , uno y dos,

-5.3.-Saber las: operqciones que hay que realizar para represen
tar graficamentve funciones polindmlcas de grados cero , uno y
dos.

5. 3.-Representar graficamente funciones polindm 1icas de gra-
dvs cero., uno'y gos.

S.4.~Calcular imagenes y origenes de elemeuntos mediante una
funcién en la que se conozeca su criterio o su representacidn
grifica.

2. -GUIDN,~
&1 . +CONCEPTO DE FUNCION. FUNCI1DN POLIVOMICA. ELE MENTO:.

‘JLas ciencias experimentales estudian la naturzaleza invesiti
gando de que torma se relacionan sus elementos. As{ la Metereo
logfa trata de descubrir la relacién existente entre la presiln
atmosférica , velocidad del viento: ,.. etc y la situacién at-
mostérica (el tiempo que "va a nacer" ), La Medicina estudia
la relacién existente euntre el estado de los organos y las en
termedades , bien. puara predeclrlas s bien para buscar los mg
dios para curgrlas.

.De esta forma la Ffsica ha descubierto guye la altiura en me-
tros gue alcanza un proyectil al lanzarlo con un cafién es igual
‘a 1la suma del opuesto del producto de 5 y e1 cuadrado dei nd-
mero de minutos empleado y treinta veces el nidmero de minutus
empleado., Gracias a esta telacidn podemOa calcular la aitura
que tiene el proyectil sobre el suelo a cuatquier hora,.

~($.1) (Determina 1la aliura que vienc et proyectil a los tres
.minutos de haberlo lanzadv , Supén que el lanzamiento lo hemos
“realizado a las nueve de la mafiana, determina en estas condi-
ciones :a)Altura que alcanza a las nueve y un minuvo y a las
nueve y tres minutos y medio. b)Hora a la que su aiiura es :
3m.,15m, 45 m, y lleg“ al suelo, )

(Escribe 1a relac16n gue liga el nuimero de minutus Jdespues
de las nueve horas (utitiza la letrz "X" para represenuar-ese
iifinero) con et numero de metros de altura jue 2lcanza en ese
nimero de minutus (emplea la leira "yv para representar el ny
mero de metros ).

(sQue tipo de e“ﬂrealén al'ehralca resulta?. ¢Un polinomio?.
l¢Una ecuzcidn 2 ) :

.Efectivamente es una ecuacién con DOS INMCOGNITAS , es decir,
similar a las que. empFeabte en los problemus con dos incogn1tas

(Recuerda que cugndo lestudiaste los sisStemas ‘interpretaste co-
mo RELACIONES cada unfa de 1&s ecuac1ones del SIStEMd jia

] | | - E =7
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A las relacilunes que , €010 en la anterior , el valor de una
maguitud determinu de manera Unica er valor de lu otra , las
veomos o llamar MUNCIONES,

o20or egemplo , son funciones las reluclones que existen entre
lus siguientes magnitudes:

a)tadlu de una circunferencia y longitua ae la misna.
©b)idaa tuvaiy la de tu padre . i

c¢)Longitud de un cateto de un triangulo recténgulo de hipute-
nusa 3 cm v 1on11tud del onro cateto,

d)Nﬁ“ezo de-palanr € ae un telegraws y nﬁmero de pesetas que
cuesta enviarlo.

.NO lo son tas siguientes:

e)La yue relaciona el niimero de quinieras Que td haces cada
sermana con el numero .de peSetas gue ganas con ellas,

f)La que relaciona el nimero de habitantes de las ciudades
espafiolas y el numerv de hombres (habitantes masculinos )de
las mismas,

g)La que relaciona el ndmero de metros que hay de distancia
de un pisv a la plaza de San Francisco y eindmero de pesetas
qaé su duefio pide po 61,

h)cantidad de cigarrillo que un senor ruma al dia y ndmero
de dias que dura vivo este seiior,

.Las relaciones que son funciones las vamos a motar de tres
formas:
12 )Medirante unas tablas de valores que escribiremos en torma
de diagrama de Venn situando una flecha los elementos relacio—
nados entre si:
long. radio long,

CrRunienercta ($.2)(Completa el diagrama

adjunivo , correspondiente a
la funcidn a) ).

22 )Medlante una expresién algebraica que éxpresa la forma de
relacionarse ,A esta la l1lamaremos CRITERiIU DE LA FUNLLON.
En ei caso de la funcLOn del proyectll s el criterio es:

i Yy = —Sx 4+ 30x
(3.3)(Escribe los criverios, d e las’ funclones currespondlentes
a los ejerciciss a),b) y ¢) , Para escribir la del d). empieza
por preguntar en una oficina de Correos o llamando por. telefo .
no a cuanto cobran la palabra en los telegramas. ),

~+En los criterios de las runciones se emplean generalmente
las dos letras "x" e "y" , La "x" se emplea para representar
la- magnitud- que se puede variar a voiluntad, Asi en a) serd
el radio , en d) el ndmero de palabras . En el ‘ejemplo del pro

yectil , la hora a la que medimos la altura . Por esta_razén ..
a la letra "x" del criterio de la funcidén se le llama VARLAuLE

INDEPENDIENTE, Por su parte a la "y" se le llama VARIABLE DE -
PhNDILNTE

($.4)(Explica brevemente la razép de estos dos nombres y ape-
liidos de las letras del criterio,: ).

($.5) (Recuerda el experimento realizado en clase con el muelle
y las pesas . Explfica si es una funcién la relacidén estuaiada

y seflala cuales son las megnitudes , Determina el criterio si

es que existe , .Indica que magnitud representarf la variaoie

dependiente y cual la inaependiente, )

32)Mediante una gfafica (Esto lo haremos mas adelante. ).

<A las funciones cuyo criterio es una ecuacién con dos incdg-
nitas tal ‘que expresada en forma explicita tiene la expresién
¥ = p(x) , sienav P(x) un polinomio , se le llama FUNUIUNE3
POLINOMICAS.'

.Supongamos un coche que recorre una carretera recta vertical
que se encuentra numerada de manera que los metros de-la parte
superior son positivos y los de inierior negativos , con una ve
locidad de 2 metros cada segun=
do , y que a las. cero horas es-~
t4 en ei puntv de partida (0 m.)

($.6) (¢(En que metro se encontra
rd a la hora y media de haber sa
lido dei punzo 0?2;Y al haber trans
. ecurrido 13 segundos 9’

Hora: 3 Posicién

3,600 m,

Six=1 =~——y =2, 0o sea al segunao de partir estda en el m.2,

Si x = \I?-—-- Y 2V'§', 0o sea , a los raiz de dos segunuos de

partir esta en el puntuo 2,

Tambien se dice : imagen de "1" es "2" , o bien : Origen de 2
es 1.

y 0 bien;Qrigen de 2 J-

‘ © . es Jz.

imagen de 07 es » 0 Biem, origen de es 0°7,

.Caﬁa uno de los pares de vaiores de "x" g "y" relacionadus ,
és decir (origen ,imagen ) se llama SULUCLON DE LA FUNCLON,
iCuantas soluciones tiene esta funcidém ?. -

(3.7)(Resuelve el eJerczclo 1¢ de la hoja de Ejerciclos de fun—
cilones polindmicas y' determina en &1 la imagen de 3y ei ori-

imagen de-{i-es

gen de 37 . El 3 corresponderd con la edad de y su
imagen con la de « El 37 con la edada de
'Y su origen con la de . Vs

&2 . ~REPHESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES,-

.La tercera forma de expresar funclones es mediante una repre
sentacién griafica ..Para ello en unos ejes covordenados (dos
rectas perpendiculares que se cortan en el punto al que llama-
mos 0 de ambos y que tengan igual longitud de unidades ), se
toma la magnitud correspundiente a "Xx" en el eje horizenvar y
la corresponaiente a "y" en el veritical y se dibujan todos los
puntos determinadus por 1o0s valeres de "x" e "y" que estdn re-
lacicnados,

WAsl la representacidn grdtica de la funcidén correspondiente
al movimiento del coche , es. la de-}a figura adjunta,
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E ($.8)(DPibuja la grdfica de la funcidén del
2 problema 1 de la hoja de EJERCLCIOS Dg
i FUNCICNES POLINOMICAS.).
e
1
=
n 1
4 tiempo _
(s.Q)RLc siguiente gr4fica corresponae a una func:idn . Escribe
4 imagen de 2 ——-we--
3 imagen de 075 ——em-
2 3 mm——— .
1 gD Al

Origen de 2 , 4 y O

1 2 3 4 S 6
«S1 no saves calcular estos elementos imagina (aunque solo

_ Sea para ayudarte ) que esta es ia representacién grifica de

los resuluvados de un examen en ei que en ei eje horizontal es-—
tan las califricaciones y en el verticaiL el nimero de alumnos
q: e obtienen cada carificacién . Entonces imagina ! imagen de
2 = nimero de alumnos que han sacado un 2 = « Origen
dé 0 = calificacién gque no la saca ningun alumno

«En este curso vamos a estudiar las tunciones polindmicas-, y
por tanto , vamos a representar esuas,

&3.—REPRESEV@A"ION'GRAFICA DE FUNCLONES POLINOMICAS DE 1¢ GRADO .-

«Las funciones polindmicas de primer grado tienen un criverio
de la forma y = ax + b ( es decir , et polinomio del criterio
es de primer grado ).

($.10)(Lee en p&gina 297 , 26.4),

.La representacién grdftica de una runcién polindmica dd rlmer'
grado es una recta.. Para representarla obted dos puntos por
los que pase , mediante la obtencidn de lailmagenes de dos va~
lores de "xv,

«As1 , el problema 26,8 , 2) : y =2 — x se representard cal-
autando , por ejemplo : imagen de Q0 ~——— 2 - (0,2)"
: imageh de 2 ~-— 0 (2,0)

($.11) (Resuelve 26.6,1) y 26,8 , 1) pdg-
301 ) ’

luego pasa por

«S1 consideramos un par de funciones de primer gradao , pode-
mos inverpretarlas como un sistema de dos ecuaciones con doe

incognitas , Luego un sistema de ecuaclones con dos 1incognitas
se puede transtormar en un par de rectas y viceversa , De esta

. forma la obtencidén de la solucidén del sistema congistird en de

terminar las soiuciones cumunes a las dos ecuaciones , oelos
puntos comunes a las dos rectas,

(3.12) (Resuelve 26,10 , 1)y 2) mediante las dos formas : punto
de corte y soxuc16n de los sistemas . ).

" ($.13)(yComo tienen que ser las rectas para que el sistema sea

incommtible ?;Y para que Sea indeterminado ?.Escribe ecuacio-

nes de rectas:
paraleta a la se corte con la [Forme sis, Incom, Sis Com.Ind,
Y =33 =1 y=x+2 y=2x =5 y=x4%7

&4.-FUNCIONES PUKINOMICAS BE SEGUNDO GRADO,~

($.14)(Intenva represantar graficamente la funcién del proble~
ma del proyeetil , Para ello representa en et plano idiez pun-

tos de ia misma. Observa que su gridfica no puede ser una reg

ta,ya que , al ir aumentando el tiempo va aumentando ia altu=

~ra , llégarid un momentv en que alcanee la midxima alvura y co-

mienee a bajar hasta Liegar ai sueio. ).

.A.la turva que representa a una iuncidén de segunuo grado se
le 1lama PARABOLA y se caractieriza por ser simetrica respecto
a una recta que pasa ppr la mitad y que se llama EJE , y el
punto de corte de la curva con el eje es el correspondiente
al valér de "x" que tiene mayor o menor imagen de todos , y
se le llama VERTICE de la

pardbola,

Para dibujar la grérica de
ina funcién poiindmica de
segundo grado nanrd que cal
cular , siemwpre , el valor
de "x" pur el que pasa el
ejJe de la pardbela , asi
. como el punto que nace de
1 vértice de 1a miswa,

im,
Max

s o -

eje
J
!
i
(

 §

($.15)(Lee 27.1 , pdgina 302 , 303 y 304 . FUNC1ONES CUADRATI
CAS. 27,2, EJE DE LA PARABOLA. 304,305 y 306 . 27.3 VERTICE
DE LA PARABOLA . 307, y 27.4 REPRESENTAC1ON GRAF1CA DE LA PA-
RABOLA,pdginas 307 y 308 ).’

($.16)(Resuelve 27.1 1),2) y 4) , 27,2 1),3) pigina 311, 27.6
1) , 2) y 6) pdgina 312 ),

Qs.-REPﬂESENTACIONiGRAFICA DE FUNC1ONES CONSTANTES.-
($.17)(Lee en pdgina 296 , 26,3 . Resuelve 26.4 1) y 2) )

($.18)(;Que pasarfa con un coche que lievara un movimiento da
do pos la funcién Y = 1 ?;Donde se encontrard a las 2 horqs
de haber empezado el movimienio?. ).

($.20) (Busca una reiacién entre magnitudes cuyo criterio sea
una funcidén constante, )

(3.21) (Resuelve los ejerciecios 2 , 3 , 4 ; 5 y 6 de 1la hoja
de problemas EJFRCILIOS DE FUNLIUNE: POLINSICAS, ).
&6 . ~INECUACLONES o _=”;:~ :3 Ul

(w.l)(Lee en- pégina 315 £ INECUACIONES o DESI&UALDthS. Resuel

(3 .2)(Lee en pégina 317 ’ 28.2 'PRINCIPIOS YUE RIGEN LAS DESI-
GUALDADES. Resuelve 28,4 6),8) .28 31),2),3),5) y 7))

Puede ser x = 0 una soluciéh de algnno ‘de ellos?.Y la x = 1/29.
(a.J)(compruebalo y. d1buJa ei conjunto soluc16n )
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Anexo 1l,-—
EJERCIC10S DE FUNCIOVES POL INDMICAS.

{

Ejercicio 1, -~Una mejer da a luz el mismo dia que .cumple 25 aifios,
¢Que edad tenard la madre cuando et hijo tenga 20 anos?. ;Y
cuanao tenga 37 ?.Determinar una funcién que nos dé la edad de
la madre dependiendv de la edad del hijo ,

Ejercicio 2.~ Se dispone de losetas cuadradas _de 20 cm de la-
o.i,Cuantas son necesarias para enlosetar 1 ‘m2 de suelo?:Y una
. habitacién cuadrada de 4 m, de laao?;Y si tuviese x m, de lado?
Resolver lLa misma cuestién para un pasillo de 1!6 m, de ancho

y "x" m, de largo,

Ejercicio 3.- A un restdngulo de
cartén de 20x30 cn. xe le recor-
ta un cuadraao de 2 cm, de lado
de ccaa esquina , para formar
una caja .gQue volumen tenard
la caja?.;Y si se recorta un-
cuadraao de 5 cm, de ladoQ.
peterminar una funcién gue nos
dé el volumen dz la caja obte—-
nida al cortar un cuadradc de "x" cm. de lado de cada esgquina.
(Que condiciones deberd cumplir el cdominio de la ftuncién?.

13

ercicio 4.~ Un franco frances vale actualmente 17'50 I.,Cuan
tus francus podemos comprar con 1000 #.?, (Tengase en cuenta
gue el banco cobra 1C0O M por hacer la operachn ) .Determinar
una funcidn que nos dé el nduero de francos que podemos com=
prar con "x" [k,

Zlercicio 5,~ Los grados Celsius o centigrados ,C? , se miden
sobre una escala vruduada desde 0® (Punto de congelacién del
agua) hasta 1002 (punto de ebullicidn-del agua ); para los gra
dos Fabkrenheit se toms otra sustancia patrén , de modo gue 0eC
= 32¢ F. y 1002 ¢ = 2122 ., Ceterminar unas funciones de trans
foriiacibn de un tipo de unidades a otros ,

Ejercicio 6.~ Una compaiifa de alquiler de coches tiene estable
cidos dos procedimientos de alquiler : -
A) 4.200 ks diarias , sin ifmive de kilometraje.
B) 1000 Is diarias , mas 3 fs, por Km. recorrido,

jupongamos que gueremos hacer un viaje de 10 dias .Estudiar
que f8rmula de pago nos interesa , en funcidn de los kilometros
‘tue pensemos recorrer (Indicacidn : es posible que ayude algo
el hacer una representacidén gréfxca del proceso , establecien-
do un eje para los kilometros y otrd para el precio ).

3.-Evaiuacién.-

3.1.-COGNOBCITLIVA, -

Los examenes reaiizados al finalizar cada ficha son los que

figuran a continuacién .

‘Las calificaciones estdn refiejadas en cada uno de eLlos.
Ademas la tabla 2 indica el ndmero de alunnps.que ha resuel-
to suficientemente las cuestiones de los diferentes examenes.

La clasificacién de los objetivos estd realfzada mediante la
ya citada taxonomia , con lo que las letras 'simbolizan: A,Co-
nocimiento (capaciuad de repeticidén ), B-Comprensidn (traduc-
¢idn en 1nterpretac16n ), C=Apticacidn (cdlculo » aplicacidn
de propiedades y teoremas ) y D - Analisis (estudiv de proble
mas , interpretacién de un lenguaje no habitual , etc ).

. En ia tablé 2 observamos que las conductas masg alcanzadas de
cada categoria son

A. 3.10.,- Examen ficha 4.~ Conocimiento de las deriniciones
de las distintas clases de sistemas., (36 suficientes de 37alum
nos examinados ).

B. 2.1.,- Ex. Ficha 1 .- Praduccién algebraica de frases expre
sadas en lenguaje habicual., (34 de 39 )..

C. 3,1.,-Ex. Ficha 3 +- Resolucién de ecuaciones resultantes
de traducciones de problemas numéricos de .la realidad cuya in
formacidn estd dada unicamente por el enunciado, (30 de 35 )

De 1.,6,- Ex, Ficina 2 .- Diferenciar los términos de las fra-
ses y dentro de eilas las que son ecuaciones y las que son iden
tidades. (26 de 37 ).

Las menos alcanzadas son:
A. 3,11 .-Ex. Ficna 3.- Conocer 10os teoremas que hay que apli

~ear ( 11 de 35 ).

B. 4.2.~Ex. Ficna S,- Diferenciar términos de ecuaciones y de
funciones polindmicas . (18 de 36 ),

C. 2.7.-§regunta£3 del examen de la ficna 3,-Aplicar teoremas
a la resolucién de problemas (13 de 35 ),

" D. 3.6.-Pregunta 3. dei examen de la Ficna 4.-Deducir si un

sistema es compatible o incomptible |, determinado o indetermi
nado a partirAdevla observacidén de las ecuaciones que lo forman;
(10 de 37 ). |
Hay que observar quj .
a)eEn el ejercicio 2 ei examen de la ficna 3 he consiaeraao
suficiente al alumno que ha si1do capaz de expresar alyeoral-
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camente uno de los enuné1ados ¥ que su expresidn en forma de
ecuacion es muy sencilla.,

b)La calificacién de 1a aplicacidn de los teoremas es indepen
diente (hasta c;ertb punto ) deil conocimiento del enunciade

de esos teoremas , ya que aunque calfiqué de manera independien
te iina conducta des otra es cierto que ei alumno que desconoce
un teorema no intenta aplicarlo . Pero , por otra parte , hay
que tener en cuenta que consliaero cubierto suficientemente el
objetivo 3.11 si se enuncia , ai menos , dos teoremas , mien-
tras que el 2,7 exigfa , para lo mismo , el resolver al menos
» 8) ¥y h).

¢)El exaren de la ticna 5 se hizo a una distancia de un mes

un enunciado de los f)
respecto del examen de la fticna 1 , y en la ficnma inicial se
hizo mas'incapie en la diferenciacidn de los distintos elemen
tos del aigebra que en la ricna 5 , Al realizar el examen de

la ticna 5 los alumnovs se quejaron de fa existencia de una cues

., v1én que no esta ba avisada y que correspondia - segun ellos -

" 'a un examen anterior;'esta és la 4.2., que, de todas tormas s Y

. no aceptando ningdn error,para ser declarada suriclente, e

.. responaida satistactoriamente por el 50 % de 1os aiwnnos exami
. nados, o |

——
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" 'En cuanto a las restantes cuestiones , l1os resultados sistewa-

tizados tiguran en la tabla 3.

La tapla 4 muestra los resultados obtenidos en el examen rea
1izado por un cuapafiero der seminario y calificado por él,

El gféfico 1 muestra una idea grdrica de los resultades oh-
teirldos en los examenes de las fichas,

SEMINARIO DE MATEMATICAS.
SAN PABLO.
EJERCIC10 FICHA 1,-

NOMBRE : Ne q
Cbservaciones;

1.1.-Rodea con un circulo la respuesta correcta:

.Un polinomio es un término algebrpico 2. : SI NO.
«¢Un polinowio es una frase aigebrajca ?. SI NO
s¢Un polinorio es una ecuacidén ?. . SI NO.

SUFICIENTES ; 29 , Insuficientes : 10,

l1.2.-Explica cuando una expresidn algebraica es una FRASE g

SUFICIENTES : 30 Insuficientes : 9,

1.3.~Explica cuando una expresidn algepnraica es una ecuecién.

SUFICIENTES ; 27 Insuficientes : 12,
1.5.-Dadas las siguientes expresiones algebraicas , subraya

con un solo trazo los POLINOMICS y con tres trazos las FRASES.
a) 3x2.y +1 b) 2.x+5=3 c¢)x-1€3 d)(x2 ¢+ 5x) -

e) Doble del cuadrado de un ndmervo,

f) Cuadrado de la suma del doble de un nudmero 'y tres,

g) El cubo de la suma de un nimero y tres es menor que cinco.
h) La mitad de un ndmero vale trece.

SUFICIENTES : 27 Insuficientes : 12,

2.1. y 2.2,~Expresa aigenraicamente (cambiando los ndmerss des
conocidos por la letra "X" y las operaciones y relaciones por
los signos matemdticos correspondientes ) las expresiones e),
£) , g), h) del ejercicio anterior,

e) - ) g) h)

SUFICI1ENTES ; 34 Insuricientes : 5,

2,3, ¥ 2.4 ;-Expfesé con palabras las expresiones a)
c) y d) del ejercicio 1,5,

SUFICIENTES : 20 Insuficientes : 19,

» B)

3x3
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EJERCICIO FICHA 2. ECUACIONES,-

i

1.6.-Coioca una E a las ecuaciones y una I a las identidades
que existan entre las expresiones siguientes:

3x = x - 1 3x.5 Cax? -1 = () 4

X $2 ~2 X+3 =3 +x X+1=-1

SUFICLENTES : 26 Insuficientes : 11,

3.1.-Resueive las siguientes ecuaciones : ]

X+ 3 =0 (Suf.36, In.l) 2.x =Xx (sur, 34 , Ins, 3)
xX+3=7(38,3) 3x - 1 = 2x (35 , 2)

2x = -6 ( 34 , 3x+4=x+6 (36 , 1)
-x +5 =4 ( 32 3(x - 6) =2x (34 , 3.)

3x + 5 =8 (35 ,
2x + 7 =1 (36 ,
3x =18 = =x - 18 (34 , 3 )

SUFICIENYTES : 27 Insufiéientes : 10,

5 -'3(x - 5) =23+ 4x (24 , 13)
X -3 ==3 ¢+ 6x (23 , 4 )

-
= Dot
N e

32,- Resuelve:

Fx-1) - &(x + 2) =% (s:19, 1:18) 552 - X3 _ X2 (14,23)
SUFICIENTES ; 25 Insuficientes : 12,

[
3.3.-Resueive ,- .

x? + 6x +9=0 (31,6) x® +3x =0 (27,10 )
2x2 -3 =0 (22,15) 2x2 +2x -4 =0 (29,8)
SUFICLENTES : 28 Insuricnées : 9,

2 3 1
3.4.,~Resuelve: x } = +_§-= 0

SUFICIENTES : 28 - Insuficientes / 9,

3.5.-Resuelve : x4-— 20x2 + 64 = 0,

Resolucidén y célculo de x%: SUFICIENTES : 28. Insuficientes :9
Céiculo de "x" : Suricientes : 16, INSUFICIENTES :21,

1l.-Calcula los nfimeros que verifican:

a)Lla mitad de la suma de sels veces un ndmero y duos es igual a
la aiferencla entre el triple de dicno nimero y su quinua parte.

b)Los tres medios de la suma de un nimerv y ocho es igual a la
diterencia entre el tripie de dicho ndmero y sus tres décimas
partes. :

c)La suma de un nimero 'y su{doble es iguél a. su cuadrado.
2.6.~Plantea : SUF1CIENTES : 29 Insuficientes : 6,
3.1.-Resuelve :SUFICAENTES : 22 Insuricientes : 13,
2.-Resueive los siguientes pronlemas: '

0w

d)Llevo recorrido los siete quinceavos de un camino y me. que—
da un tercio de kildmetro para llegar a la mitad. Calcula la
longitud del camtno,

e)La enivrada a la piscina cuesta el dovie a un adutito que a
un nifio., Una famitia compuesta por 10s padres y los tres ninos
ha pagado por envrar 245 Ik en total. Caicula el precio de la
enivrada de adultos y ninos,

2,6,-Planteo : SUFICIENTES : 29 Insuficientes : 6,
3.1.~-Resoiucidén :; SUF1C1lENTES : 30 Insuficientes : 5.

3.-Resuelve los siguientes problemas:

f)De un triangulo rectdngulo se conoce que la hipotenuda mide
6 cm y un catetv 8 em . Calcula la longitud del otru cateto ,
ta superricie del triangulo y:; ta medida de 1os dnguios del
trianguio si uno de ellos mide 30¢, :

£)Un tubo de ensayo tiene rorma cilindrica rematadv por una
semiesfera ., Determina el vbiumen de agua gue le cabe si su
altura total es de 15 cm y el radio de 1 cm. :

h)Entre dos puebios A y B hay 132 km, Dos ciclistas saien ae
una y otra hacia la contraria a las 10 de la maflana . El que

sale de A lleva una velocidau de 19 km/h., calcuia 1a distan-
cla que existe enutre ei puebio A y el punto de .encuentio asi

come la hora a la que 1o nacen, 3 .

3.11.-Conoce el teorema: Suficientes : 11, 1NSUF101ENTES‘- 24,

2.7.-Apliva el veorema : Suficientes : 13 ,  INSUFICIENTES : 22,
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1.~-Completa:

Un sistema es COMPATIBLE DETERMINADO Si:
S1 un sistema NO tiene ninguna soiucion se llama s

3. §9F101ENTES 36 -Insuticientes : 1,

i4.~Escribe ecuaciones que,junto con las dadas;determinen sis-
temas de los tipos que se indican en caaa uno de eilos:

Compatxble determinado  Incompatible compatible indeterminadg
X =y =0 . . x4+ 3y =17 3Xx =y =95
3¢6.~
SUFICIENTE& 24 Insuficientes : 12,
J.-Resuelve , si es que se puede , los siguientes sistemas:
x+ y = 3 2X=y = 3, - 5x-3y = 0 3x-y
a)x_y = 7( )s b)x_3y = 5( ) 0)10x+7y 3‘0( ) » d26x+2y = 3( e
. . y=2 .
x+3(y-1)=2x = 3 3x¢y = 3
€)a.r “ () I) 57 g)
Ix=14(y-3)=x x +1 5( ) x$ %—: p ()
5 =

Situa en los paréntesis alguna de las letras correspondientes a:
CeDo.:Compatible determinado, C.l.:Compatible Indeterminado, I:

Incompatible.
3.6.,~Estudia sistemas: sSuficientes : lo INSUFICIENTES : 27.
3.T.~Resuelve Suficientes : 16 INSUFICLENTES : 21.
4.-Resuelve los sigulentes sistemas*
by 3 F %Nt ¢ ptiags Eite¥, b

X +y =2 XY = =1

3.5.- SUFICIENTES ; 19  Insuficientes : 18,

5.-Resuelve los. siguientves problemas>:

J)Un librero vendié 84 libros a dos precios disiintos y unos |'

a 450 s cada uno y otros a 360 Is cada uno , Si en la venta ob-
tuvo 31.050 K ;Cuantos libros vendié de cada clase?, -

k)En un triangulo rectfngulo se conoce que’ la hipoienusa es
el triple de un cateto y que su superficie vale 5 cm“. Cadlcula
la 1engitud de los tres lados del triangulo.

51 te queda tiempo intenta resolver el siguiente problema:

l)con la tercera parte .de un circulo de cartén de radio 5 cm
s construye un cucurucno en torma cdénica unieéndo ‘dos radios.
‘ Cailcula el volumen de este cucurucno,

3.9.-SUFICIENTES ; 25 = Insuficientes : 12
(Al menos uno correcto ),
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1.-Dadas las siguientes expresiones algebraicas escribe una T
si1 son términos , Fr si son frases , P :Polinomios , M : Mono-
mies , Fu : Funciones , E: Ecuaciones , I: Identidades,

3x2 41 3x #1=143x 3x°4+5=y x4+y-xy=0

x° - 3x 3x2 _ x2 +5x =7 x° +5x -7 x =1
4.2.- SUFICIENTLS ; hS INSUFICLENTES : 18,

2.-pada la funecién qut liga el ndmero de kildmetros que: hace
un coche con el ndmer de ditros de gasolina que gasta , cuyo
criterio es : (100.x):5'5 , Indica:
Magnitud que representa la variable independiente "x"
«Magnitud que esta representada por la variable depend;ente LRTALFG
+Al nimero que resulta de sustituir "x" por 3 se le llama
de 30 :
+Al sustituir y por 5 y despejar la "x" resulta un ndmero al
que se le llama - de 5, )
«Expresidn algebraica que determina la forma en que estdn re—
lacionados los valores de una y otra magnitud se le Llama -

4,.3.~SUFICIENTES : 18 INSUFIC1ENTES : 18,

3.-Completa 1as sigulentes frases:
.La grifica de una runcién pol1n6m1ca de primer grado es:
.La gréfica de una funcidnpolifmica de se;undo grado es :
.La grdfica de una tuncidén constante es-

5.1.,~SUFICIENYES : 4. Insuficientes : 2.

4.-Para representvar grafécamente funciones de grado
cuya grafica es una recta se
.oPara representar graficamente funciones de grado cuya

gréfica es una pardbola se determina ei eje , para lo que__
y el vértice , para lo gque

5.,2.~-SUFICIENTES : 25 Insuficientes : 11,
S.-Representa graficamente las siguientes funciones:
(8)y=-x+5  (B)y=-4x® 4 16x -7 (e) y = -3,

5.3.- SBFICIENTES : 19 Insuficientes : 17, : 5

6.,~Calcula 1la imagen de O y el origen de -1 medlante las fun-~
ciones (a) , (b) y (c) del egercicio anterior.

5.4.-SUFICIENTES : 19 Insuficientes : 17.

T.-La grdfica siguiente representa la funcién que liga el nd-
‘mero de sardinas (valor de "x")

[ 4 que un envasador coloca en una
lata con las ganancias que ob- -
tiene con la venta de esta (va
lor de "y" ).,calcuta las ganan
cias que se obtiemc con la ven
‘ta de una lata de siete sardi-
nas , y el ndimero de sardinas
que debe poner. para ganar dos .

< pesetas '

8.5,~SUFICLENTES : 23
5 . ) ] n Insuficientes : 13

&

'1347‘]'1:910!‘1‘3 i .
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, Flantean

EJERCICIO RESUMEN 1,

(Propuesto y calificado por otro miembro del Seminario.)

Eaercicio s Descomponer el ndmero 200 en dos partes , de mo
0 que al dividir una entre otra , se obteaga 3 de cocientve y
28 de resto ,

‘ Planteo : Correcto : 21 , INCORRECTU : 26,
Resolucién : Correcto : 20 .INCORRECTU : 27,
Ejercicio 2.- Representar sobre un mismo sistema da ejes las
funciones poiindmicas:
12) y x - 10
2¢2) y = x2 - 3x - 10

Indicar claramente las coordenadas de los puntos de corte de
las grdficas con los ejes , las de los puntus de corte de las
griticas entre s{ , y las del vértice de Lla pardbola.

Representa recta correcta : 3 . INCOHRRECZTA : 34,

Representan pardbola : Correcta : 2 . INCURRECTA : 35.
(incurrecto solo et cdiculo del vértice : 2 ),

Ejercicio 3.- Un cliente compra em una fruterfa tres cuartos
de kilo de peras y meaio kilo de pidtanos , pagando por to-
dv etlo 105 I . Otro compra kilo y cuarto de peras y des kilos
de pldtanos , y paga 280 % . iCuanto vale el kilo de peras ?
Y el de prdtanos ?.

Un tercer cliente compra medio kilo de peras y kilo y lcedio
de pldtanos , y le cobran 90 fs . sCual es ahora el grecio de
las peras y de Los pl4tanos 2.

. Correctamente : 13 . INCORIECTAMENTE : 24,
Plentean y resueiven : Correctamente : 2 , INCORRECTAMENTE : 35.
Descubren 1indeterminacidn : CCRRECTAMENTE : 28, Incorrectos :9,

Egercicid 4.- calcular las dimensiones de un triangulo isdsce-
es sabieudo gue ei perimetro ( = suira de los tres lados ) mi-
de 32 m, y gue la-altura relativa al lado desigual mide 1los
2/3 de dicho lado iCuantas soluciones hay ?.
Plantean

Correctamente : 2 INCURRECTAMENTE : 35,

Plantean y resuelven : Correctamente :,1 . INCORRECTAMENTE : 36,

(L& calificacidn global se realiza contabilizando 2'S puntos
por cada ejercicio“completamente resuel$o de manera correcta,

Yy tracecidn de esta puntuacidén cuando se resuelive parte del eJer
cicio ),

EJERCICIO RESUMEN II

RECUPERACI1ON .ECUAC1ONES, FUNCIONES. 12 BUP.

12 ,-Resuelve las siguientes ecuaciones:
3(x =5) =3(x+2) =x

X -3 _4x {4 _X+2
- mail b el /e
2x® - 1x ¢+ 3% 0 |
3x® - x

=-£+1
2¢,-Indica si'los siguientes sistemas tienen solucién ¥y resue}l
velos en caso‘arirmativo:

a) 3x -85y =1 b)

2x - Ty = -3

-4x + 14y = 6

32,- Plantea y resuelve 10s siguientes probiemas;
¢) calcular el niimero que verifica : “La direrencia entre la
mitad de la suma de su triple'y siete Yy uno es igual a dicho

ndmero v, ’

d)Em unareunidn hay doble nﬁmero de mujeres que de hombres !
y triple ndmero de nifios que de hombres y mujeres juntos «¢Cuan

-tos hombres , mujeres y nifios hay si en total suman 312 @anos

y no hay ningiin manco entre los asistentes?.

4!.9Representa grafiéamehte las tunciones:

¥y = -x? - 3x + 4 y calcula : |
i) Imagen de -3 = |
"ii) origen de -6 = .
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Himero de alumnos que han sido declarades Suficientes, en cada nivel ainimo, duranie los ejercicioes

nivelados.
Nivel ninino Ficha 1 Ficha 2 Ficha 3 TPicha 4 Ficha 5 Braaen IT
Sufe Ins. Sufe Ins. Suf. Tusue | Sufy Tisse Suf. H:u.:. Sur. Iiase
5.= Plantez .
Algebraica-
- mente 33 4 — -_— 30 5 24 12 —_— — 16 1
6.— Resualvel 2 - i
3 — — 1 —| — 1

Bonec anas 23 14 22 13 23 1 4 5 .
124 Opera (Splo se ha contfelado Ja exprasidu. g
con expresio— negativalen el ‘gjercicio. fichg 4) _— 12 — — —_— —
nes algebrai- .

13.—~ Repre- d

‘sentar fun- | —— — — —_— — S —— — 20 16 7 12

cioneg poli- -

nonLCaAs

Total alua~

10s. que en .

cada e@yxamen 13 19 21 16 20 15 16 21 20 16 6 13

han sido de-

clavades |

namero alumnog declarados suficientes

A en cada ejercicio, clasificados por objeti
Nimero iotal alumnos J DI po jetivos

e

soor | ®de| picha 1 i | Pickaz I g s Shie-|  Ficha 4 mwmw» Picha 5
1.14 m.m\m.o. (74) _ 3.11. :\wm (31) | 3.10 wm\w_q_ (s | 2.3. 18/36  (5¢)
A 30729 (15) . . 5e1s 34/36  (94) |
153 21/39 (69) _ : 5e2. | 25/36 (69)
w”m“ 34/39 (87) 2.6.| 29/35 (82) | 3.9+ mm\% (6i) | 4.2 18/36  (50)
? w.w“ 2¢/39 (51) 2.6.| 29(35 (82) 5.3, 19/36  (52)

1.5¢|  37/39 (69) | 3.1 20/31 (12) |201, | 22/35 (52 3.7. | 16/37 ?mw Sede | -19/36 (57)
320 | 25/37 (67) |31, | 3025 (35)] 3.8: | 19/37 (51)

¢ 330 28/37 (75) fau7. | 13/35 (37)

3ed4e | 28/37 (75)

3.5. | 28/37 (75)

3e5e | 16/37 (48) 3.6, | 10/37  (27) .
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Poligonos de porcentéies de alumnos gue han cubierto suf;cien*
emente cada nivel a lo -largo de los ejercicios de las richas Tabla. 4., -

Yy eir llesumen IX.

Resul tados obtenidos en ei Ejercicio Resumen 1,

100 9417
. 5 ’ _ Calificacidn n? ajumnos ne*/% totales

' i 0
f 67 . 0'S
L - 1
! ' : ; 15
: lant : 2
- NIVEL S5 (Plantear ) n Sna
i ! 3
R . 315
[ , £ 104 &

O Fichal 3 4 Res.II i . . e

I ______gz.-—-4"""3 5
i 62 515
67 _ g

: 615
‘ NIVEL 6 (Resolver) Trgr
. o 7

50
30 / 81
33/89| Nota Media-
2'7S,

T /19

HOOHMO MW DN UMk ko

100,

= - Total 3

0 ) .
I . i.3 F.4 es. I .
55 F.2 F R I ‘ | | !

50 “\\\\; ' _ '
36 Gririca 2,-

vagngINIMo 13 (Hepresentar graficamente )

-3

0 x ‘
Fi.5 Res 11X {
1
Poligono de porcemtajes de Suficlentes en cada uno de 108 '
Y |
ejercicios reatizadus : ’ ‘
100
1
f 2
S0} T 55
L 48 43 31 >
. A 11 2
® F.1 F.2 F.3 F.4 F.5 Res.I Res.II. 7 8 9 10
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3.2.~EVALUACION AFECTIVA,-
Para contrastar la consecucién de los objetivos del experi-
mentc tfue no correspenden al dominio cognoscitivo , puramence,

realice® un test anémimo en el gue intente contrastar la conse

contvinuacién . Las

cidn de estos objetivos . El test rigura a
resﬁuestas se rerlejan en el nimero indicadf a continuacién de
cada items ., 2

Es de resaltar cue al evaluar el test se &enunciaron una se-
rie de incorreccirones del mismo que hacen relativamente util
su papel , ﬁero de todas roraas , resuitadoglson y anf estdn.

Las opiniones acerca del métoado de las richas son diferentes
& se desvirtuan a partir de la identiricacidén con el trabajo -en
equipos . Este ltimo es peor visto por los alumnos . Es decir
en generai se estd de acuerdo con el método de estuaiar relle
naﬁuo ticnas semiprogramadas intercalanao exposiciones orales
dei proresor y siempre que el tema se preste a ello, por su
aplicabilidad . Sin embarfo se rechaza por parte del grupo de
alumnos que mantiene un riuvmo individual y cuyo &rdn es el de
alcanzar una califieacidén- mas elevada , asi como por aquel
q ue mantiene una acvitud mas 1nu1vidua11§ta de inactividad
(desinteresados y "pasotas" )el trabajar en equipos , y muchas
de Las respuestas dei test que indican el :"no mayor interes
"no aprender aigo nuevo"
"no preocupar el ritmo de trabajode 108 compa-—
. BEs decir ,

de 1la materia" , etc , estédn acom-
pafiadas de un
fieros de equipo" y "si cambio de método " se de-
‘tecta un: )
SI a1 trabajo en clase mediante LAS IKFICHAS RESUMEN y tras
{ o invercatando ) explicaclones teoricas del profresor.
Indiferencia ( e incluso. rechaze por parte de un 30 % de los
alumnos ) y muy pocos adeptos al trabajo en equipos , que impi
de el que los aventajados marchen a su ritmo y que no racilita
demasiado , a los menos dotados , el ir-/al ritmo , 4 ser poco
atendiaes por sus compafieros. Los alumnos de niveli medio se
gienten mas atraidos por el tvrabaj)o en equipos y deiienden a

uliranza su ewupleo , asi como el ae las fichas,

. TEST EVALUATIVO DEL METODU.-

Pt Aty S

l.1.-Pon una cruz en una de las razones siguientes que tu cres
que Justirica que se estudien estos tvemas (Ecuaciones, Funcio-
nes , Sistemas , Inecuaciones ).

Van a ser utiles para cursos posteriores 18 respuestas,
Nos dan un métoao mas sencillo para la resolucién de
pruvblemas 10. -

* Forman parte de las Matemiticas y hay que estudiarlos
por eso 6.
Dan cultura,. S,

1.2.~De Jos siguientes pasos , inaica cual es et primero o det
que derivan todos los demas , Ordenalos todos :

«(a).-Resblucién de ecuaciones Yy sistemas,
«(b).~Enunciado de problemas numéricos,
«(c).~Traduccién de trases numéricas,
«(d).-Obtencidn da soiuciones de pPrupnlemss numéricos,
.{(e).-Esruaio ¥ representacidn grfrica de funciones

b),e),a),e),d).. 7 Respuestas.

b),c),a),q),e).. T respuestas,
Otras ordenaciones : 20 respuestas.

2.1.-Escribe,en el siguimnte esquema,ei nombre de 1as asignatu
ras cuyas 1ibros de texto : -

Utilizas para estudiar
la asignatura como dni
co objeto.

Estvudias en ellos de-
terminados temas , pe
ruv ia mayor parve de
los temas los estuaias
por apuntes,

No los em:‘leas
nunca para es-
tudiar.

Ingids : 21 Historia : 30 Reiigidén 29,

Dibujo : 11 Matemdticas : 34 Misica 27,

Ninguno : 6 Ciencias 21 Ciencias 13,
Lengua 25 Lengua S.
Ingiés 7 Histoeria . 3,
Dibujo Te i

2,2,~-Descrine brevemente
leccién de Matem4ticas,

Lugar : Cuarto propio : 30 , Cocina : 3 , Otrus : 1)
Maserial que ewpleas : Papesr y lapiz : 17 , Apuntes ; 19 .,

las cosas que naces para estudiar una

Ficnas : 11,
sltecitas en voz alta ?, SI : 7 s NO : 21,
¢Escribes mientras esiudias v/ SI : 27 » NO : 6,
¢Sienpre lo has necho asi 9, SI : 24 , NO : &,

3.1.,-31 a1 estudiar aparece una cuestién que no 1

a entviendes
ilive haces 7. '

Vuelves a leerla : 32 ., Preguntas a algulen préximo ; SI
La dejas para preguntarla al profesor el dia siguiente; SI:18
'NO0:10
Te aprendes ei texto de memoria : SI : 1. NO :

29,
Pasas de etla, SI : 3 , NO : 29,

:27 <NO: 6_
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3.2.-Indica la cantidad de tiempo de clase que atiendes a t

trabajo: :
Menos de 10 minutos (0) .Entre 10 y 20 (0) .Entre 20 y 30 (8)
Bntre 30 y 40 (9) Mas de 40 (7) Depente de lahora (23)

3.3.~Indica ei tiempo que dedicas en casa ai estuaio de las
Matemdticas: .
Menos de 30 min.(l1).Entre 30 y 45 (p) . Entrc 45 y 60 (7).
Mas de 60 (0) . TDdos los dias (6). Pn dia si y otre no (2).
Solo cuando hay examenes (16). Algun;dia (6).

4,1.-Seflala con una cruz la respuesta que te corresponde :

t (18).Has acabade de reklenar la ficha el dia previsto ,
( 4). Has acabado mucho antes, .

"(10).No has acabadv una ficha pero las demas si,
( 1).No has acabado dos ficnas pero las demas si,
{ 1).No has acabado mas de dos ficnas.

4.2.~-Responde si o no a las siguientes preguntas tachando la

que no vale:

Medianve la ficha ihas relacionadv mejor los conceptus? SI %28;
' NO S5
(34) , No ( 4)
(28) , No ( 7)
(23) , NO (12)

;Has aprendiao algo nuevo con Las fichas ?., $I
¢Te ha resultadoc menos aburrida la clase ? SI
¢Te has interesado mas por la materia?, S1

f.l.-;Te has preocupado por enterarte por que parte de la ficnha
iban tus compafiervs de equipo?. ~SI (29) , NO ( 5)

5.2.~,Has esperado a tus compaifiervs de equipo que iban por de-
tras de tf 2, : sI (29) , NO ( 5)

5.3.-;(Ha sido mas importante para tf la calificacién que podias
obtener , y ei acabar de hacer los ejercicios de la ficha , que
procurar que tus coupafierus de equipo resuelvan sus dudas ?.

- Si (24) NO (10)

. ¢Te ha awydado el trabajo en equipos ? .81 (30) NO ( 5).

i,Crees que tus coumpaiieros de equipo pueden ayudarte a resol-
ver problemas de la asignatura ? - Si1 (29) NoO ( 5)
,Crees que tus compafiervs de eguipo pueden ayudarte a resol-—
ver problemas personales ? - 8I (192) NO (15)

5.4.~;Has colaborado con tus compaifieros de equipo a que e} tra
bajo previstu se-acabe en la fecna adecuada ?SI (27) NO ( 6)

6.,1.-;Te has sentiduv mas libre en la organizacién de tu tiémpo
de esitudio?, SI (27) NO ( 7)

6.2.-En caso de respuesta afirmativa ;te ha beneficiadv esta

ftibertad 2. I St (20) NO (12)
/
RUSUMEN o~
Te gustarfa seguir utilizanao ei método ? SI. (28) NO ( 5)
¢L0 encuentras util para determinados temas pero no para otros?
SI (16) NoO (17),

En caso de respuesta afirmativa indica la caracteristica de
los temas en 1los que encuentras ut:il ei empleo de ias fichas
Y ei trabajo en equipos : :

Prdcticos :(4). Fdciles (2) . Definiciones «(1). Los que lle-
vamos (;). Todos (1),

(Prefieres otro métvao?. S1 (10) , NO (24)

En caso de respussta afirmativa » indica el tipo de método que
prefieres : 3

Primero expliecar lLa teoria y despues fichas : (2)

Inqividuai (1). Tradicionai (1), Alternado (1). El1 que yo
quiera (k)! . Explicar solo (1) , Explicar y ‘mandar” ejercictios

.
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LAS TRANSPARENCIAS EN CLASE DE MATEMATICAS

- ~las transparencias, como. cualquier medio audiovisual, son un método diddetico

auziliar de la palabra.

Creemos que las ventajas que presenta su utilizacién en la clase de matemdticas

son importantes. Entre ellas podriamos destacar: |
~La facilidad de los alumnos para seguir una exposic:io‘n en imdgenes. J
~la tmplicacién de los alumnos en el trabajo de clase como ereadores de mate
rigl: a) para ilustrar explicaciones: !w

b) para comparar grdficos de diferentes grupos de trabajo. ‘

-El disponer de grdficos de funciones con una precisién que no puede obtener-—
se en la pizarra.
—La pogibilidad de superponer transparencias y ast viZustr"ar'propiedades mate—
mdticas.
~Como ayuda al alumno en un intento de recopilar y estructurar los conceptos
fundamentales de cada tema.

GRUP ZERO .- BARCELONA
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LIMNITE DE SUCESIONES

Mart{ Casadevall. Joan Estafamell. (Grup Zero).
PRESENTACION

El limite es sin duda uno de los temas tradicionalmente califica-

dos como dificiles en las matemdticas de la ensefianza media. Sin

embargo, no es un concepto nuevo para los alumnos pues ya 1o han

utilizado e incluso comprendido, casi sin darse cuenta, en miiti-

ples ocasiones.’

Se trata por lo tanto de poner de manifiesto lo gug hay de comdn

detrfs de una serie de situaciones matemiticas, de una serie de

problemas que desde mucho antes fueron resueltos con mis o menos

precisidén. Los ndmeros decimales periddicos y los irracionales,’

las progresiones gedmétricas decrecientes, el estudio de algunas

funciones como la de proporcionalidad inversa, la exponencial i

la logaritmica, la introdiuccidn a la derivada,... haﬁ familiariza-

do al alumno con la idea de 1limite y su célculo.

La dificultad surge en el intento de definir el concepto con una

cierta precisién. E1 alumno no ve gue esto le aporte nada nuevo,

ni que le resuelva problema élguno. La necesidad de precisidn en

el andlisis matemdtico aparece histdricamente para clarificar unas

situaciones especialmente dificiles y confusas que no se plantean

a nivel de ensefiznza media. De ahi gue una opcién del ensefiante

pueda ser el prescindir de la formalizacidén del limite sin. que

por ello tenga gue resentirse la capacidad del alumno para enfren-

tarse con el estudio de funciones y el cilcule difarencial e inte-

gral,

De todos modds, si el nivel de la clase y la disponibilidad de |

tiempo lo permiten puede resultar interesante plantear el proble-

ma de la definicién de limite. Y también es cierto que para los

alumnos gue en la enseflanza superior hayan de profundizar en el
anilisis, les puede resultar provechoso un primer acercamiento a

' la definicidén correcta de limite.

Para ello es importante:

~ Haber trabajadoc ampliamente el concepto intuitivo.

- Utilizat.un lenguaje lo mas comprensible y sugerente posible.
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- La progresiva introduccidn de las definiciones d@'dificultad cre-
ciahﬁg: empezando por las sucesiones divergentes, las positivas
de limite cero, las de limite cero en general y fipalizando por
las convergentes cualesquisra.

- L& realizacién de problemas que ilustren la idea de la definicidn.

Se trata pues de dar amenidad y coherencia al tema del lfmite con
una primera aproximacidh a las definiciones correctas sin que por
ello se entorpezca la visidn y cdlculo intuitivo.

Este tema puede ser un mémento muy interesante en un métodn eiecli-
co de ensefianza ya que permite desde repasar e incluso redefinir
los nidmeros reéles, hasta introducir la integral definida, pasan-
do por el intento de dar una formalizacidr correcta del concepto.

3
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DESCRIPCION DEL :GONTENI'DO'-:DEZL- TE"M

El tema "LIMIT DE SUCCESSIONS" estd aiVid1do en.81ete aparta—

vdos. Cada uno de ellos empieza con un fragmento de "Alicia en

_ver81on de Josep Carner). ILa intencién de’ estos fragmentos es

la dé ser motivo de discusién eh claBe ya que refuerzan o bien
contradicen las ideas que se trabaj&h en el correspondiente a-
ﬁartado. Veremos, en las cléséé) hasta qﬁe punto ‘esta dlscu81on
es posible y rlca o 3i estos fraémﬂntos que&an camo simples mo-

tlvos decoratlvos.

-1 quantes horas ‘al. diﬁ Mvau
lliqona? ~digué Alicia, amb prnaa de’ .’ -

- canviar aquella conversa:

« Deu hores. el primar dia -d:.gué 1d P&laa
Tortuga de Mar-, nou el. segon q-
-aixd succaaaivﬁmont._ .

~ Quin sistems tdn curids| <va exeiamnr &lio:f.a-

Lsﬁis Carrou

INTRODUCEID

D’ una successié an, ellé qua interessa 4’ e!tudiar-ne és a.‘l. sen epm—
portamenr per valors grans de n, o dit d’ una maners més exsci' el:
comportament dels seus termes per valors grans de n. En deimztiva.
SI T8 LIMIT O NO EN TR,

La necessitat d introduir el cnncepte de 1imit-d’una suecess:.o ve
motivada pel fet que, en. molws s:Ltuae:.ons, matematiques o no, no

_ podem determinar el valor exacte d’'una certa magnitud g8ind que unia
cament el que podem es determinar-ne una aproximacié. Perd gi ho ens-
quedem amb una sola aproximacio 8ind que en fem %tot un regunzell, .
‘de manera que cada una sigui més precisa que 1’anterior, podrem, de . |
1’analisi de le successié d’ aproximac:.ons fetes,’ detemmax\ un:.voca—
ment €l valor exacte de la magnitud, tot dient que aquest és el ‘1i-
mit d°aquella successié 4’ aproximaoions.

Els quatre problemes que ara segueiken volen il.lustrar el que agd-
béa de dir al mateix tonps que eérviran per introduir-noa en 1l‘ee~
tudi del comportament d 'una successidé per valors grans de n, :




El primer apartado,“INTRODUCCIéf, pretende, a partir de cier-
tos problemas histéricamente importantes, insistir en la idea
de que el concepto de limite de una sucesién rermite definir

ciertos ntmeros y de aqui su importancia y la importancia de
saber calcular su valor.

2, Per una successié definida com en el problema anterior
perd per els roctanglea construits sota el grafic de la
funcid g(x)=x243. entre x=2 i x=10, trobar el valor
dels termes 8y °’2' a i 80°

a) A mesura que n agan valors més i més grans, a
creixerd “sense limit"? O bé, el valor de &
no sobrepassard mai 4 un cert valor? n
Per exemple, de guin?

b) Si la successié 8, té limit, qué roprosentnrl aquest
valor limit?

n

la resposta a la segona questid del problema anterior té la seva
mvor.a.ncia. el fet de pensar que el vidlor limit de la successid
sigui 1l’area limitada per la parabola (veure la figura 3), ens
" porta & la necessitat de duscar mdtodes per tal de poder calcular
ol limit d‘una successid, car enm aquest cas ooncret, aixd signifioa-
ria poder calcular 1’Area esmentads, cosa que per mdtodes elementals
ens es impossible de fer.

3. Agafem una ci;cumforiucia de radi unitat, r=l. Dessig~
nem per a, el perimetre de 1’hexdgon inscrit a dite
cireumfer%ncia i per 32 el perimetre del poligon ob~
tingut en doblar el nombre de costats.

a) Calculer el valor de 8 te,
b) Buscar una expressié per tal de calcular el costat
1, del poligon regular inscrit obtingut en doblar el
nombre de costats d’un poligon regular de costat
11 conegut.

(Veure la figura i utilitzar el fet que els trian-
gles ABC i ADC sén semblants.)

L
c) Si 3.3 éa el perimetre del poligon regular inscrit -
obtingut en doblar el nombre de costats del
que té perimetre a_, 1 aixi success:.vament, calcu-

lar el valor de a3 1 de 34

-d} Trober un valar aproximat del nombre T .

4. La successid
"Ly 2, 25 35 5y 85 134 e

és 1’anomenada SUCCESSIO DB FIBONNACCI.

Qué els hi p'ssaa als termes 4 ‘aquesta successid si n
agafa cada vegada valors més grans?

Et sembla posaible trobar un terme de la successié que
gigui més gran que 1,723.3567

I' que sigui més gren gque

1.728.356%2

En el terreny que estem (1°estudi de les successions i del comporta=
wment dels seus termes per vaelors grans de n), les preguntes que ens
podenm fer, domcs, sdns

A. Donada uns successid, quin és el ocomportament dels seus
termes per valors grans de n? Es & dir, té 1limit o mo
en t67

B. Si una successié té limit, quin éa el valor d’aquest
1imit?

C. Una successid, si té limit, els seus termes s’acosten
cap aquest limit; perd, com s’'hi acosten?

No hi ha cap procediment general per tal de respondre a aquestes
prezﬁntu. Veurem diferents tipus de successions, veurem diferents
técniques, introduiran un vocabulari adequat i nous conceptes, i de
Dica en mica, anirem acumulant idees i experilncia que ens permetran
& acarar-nos a les preguntes que ens hem fet.

Si que cal dir d‘entrada que la millor aituacié inicisl 3‘acarar~—
ros a les preguntes anteriors serd de dispossar def terme general

de lu successié donada, car ell contd tota la informacié referent
a la successid,

En el segundo apartado, "SUCCESSIONS DE LIMIT INFINIT, introdu-

cimos para su estudio el concepto clave de numero-control, Des-—

pués de 3 problemas, de los cuales reproducimos el segundo, lle

gamos a la primera definicién:

T 2. hoﬁét‘& la sucoouié'n =6n+7

a) Aipartir de gquin teme tots els termes aén wés grans
do 100?

S) Tdobar un valor p tal que per tots els valors do n
m{a grans que p es complcixi [ > 10.000.

:a) Q‘m és el primer tom do la auoeosu:l.é més gran
.. qupe 1.476.9707°

oy H’ heurd sempre un terme & partir del qual tots els
- térges de la -ueonu.é siguin més grans que un nom-
op ol K establert per endavant? Quin és 01 C-

ni per troder aquest tom‘l’

-
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Aquests probdleies ens porten a la segient defirieid:

DEFINICIO
Direm que une successid 8, %6 1imit més infinit fu, establert ‘
qulgevol nombre-control K, & partir d‘un cert termd, tots ya
els termes de 1la successil sén més grans que E. ’
81 uhe successié LN té 1imit més infinit, escriurem

8 —>+w 1lim 8=+ 1lim 8 =+

Ai—>o0

Biguen un total de siete problemas para introducir lés concep-
tos de "limite meénos infinito" y de "limite infinito®,. Uho de
esto8 problemas estd relacionado con el tems de progresiones :
ya trabajado_én,curses anteriores en un intento de que los di-
versos temas se vayan trabajando de manera ciclica,

Las "vsUc’c‘E‘s.sfc_')Ns DE TERMES POSITIUS DE LIMIT ZERO" las estudia-
mos a partir déilaszsﬁéesfqﬁééfde'1iﬁi£e infinito: si una suce~
sién de téfminos'?oéitivos tiene limite mids infinito, la suce-
siédn déﬂsps invgrsos tiene 1imite cero. - ) s
Después_dg.ipﬁrodﬁciQJeivgbncepto de micro-contrdl, el otro con

cepto clavejﬁéntro‘del_téma, llegamos a la siguiente definicidm:

DEPINICIO — _ .
1 N - i A
Une successid b, de termes positius direm que té 1{mit zero .

ai per tot micro-control 'k, a partir c_l’un cert terme, tots
els termes de le successié sén més petits que k.
Si b, té 1imit zero escriurem 1lim b, =0.

C

“

-Es cierto qﬁé, desée ¢l punto de vista matemético, el adjetivo
"micro" que acompafia al término "confrol“_és'irrelevante,_pero
creemos que‘désdé 6l punto de vista diddetico es util, puesto
que'sifﬂa.répidaméﬁte al$alﬁmﬁo en un determinado contexto y
aporta un leﬁgﬁajé\que, sin dejar de ser riguroso, refleja per-
fectamente Iaéfideas intuitivas que el alumno tiene.

Después de introducir el "criterio de comparacién" como un mé-
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‘tode que permite economizar esfuerzos a la hora de estudiar el

1imite de sucesiones de términos positivos, siempre y cuando
se tenga un cierto numero de sucesioheg ye estudiadas, hay un

problema de aplicacién:

18, El sutainistrament d’aigua d‘una eiutat es fa des d'un
embassament situat & uns 25 km d‘ella. L’aigua embassa=
da conté, segons les andlisis fetes,un 2% 4 una certa
substincia patdgena, mentre que per @ poder ser consu~

' mida només en pot contenir un 0°'5% . La companyia que
té a carrec seu el subministrament de l’aigua, instal~
la uns filtres per tal d’eliminar-ne la substdncia in-
dicada fins & fer-la potable. Aquests filtres permeten
reduir la quantitat de substdncia patdgena que conté
1’aigua en un 12% quan aquests pasea per un d’ells,’
Com que només amb un filtre no és possible de reduir
la quantitat de dita substincia & la permesa, s ‘instal-
len diversos filtres en sdrie, de manera que 1l'aigus

pasei d'un a 1'altre.
a) Quants filtres s hauran 4 instal.lar?

b) 8i determinats estudis fets pel Departament de Sa-
nitat obliguen a prendre la decisid d’exigir que
1’aigus contingui només un 0°25% de la citada subs—
tancia patdgena, caldrd doblar el nombre de £iltres?

‘¢) Quants filtres ealdria instel.lar per tal d‘elimi-
nar del tot 1a substincia pntb_gou esmentada?

Es importante decir que la mayoria de problemas de aplicacién

que hemos encontrado, problemss que se mueven en un contexto

‘fisigo por ejemplo, nos han llevado siempre a sucesiones may

particulares: progresiones geométricas. Esto refuerza nuestra
idea de Que el temae "limite de sucesioneé" és un tema que debe
trabajarse relativamente tarde, en tercero de BUP o incluso en
COU,&a que muchos problemas como el indicado pueden resolverse,
¥ los alumnos deberian saber resolver, sin conocer una defini-
cidén rigurosa de limite de una sucesién.

El apartado que sigue generaliza el estudio al caso de "SUCCES-
SIONS DE LIMIT ZERO", iptroduciendo el concepto de "micro-en-
torno", que geneféliza 1 de "micro-comtrol":
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2. Quin és el 1imit de les succesaions
a) 0, 1/2, -1, l/‘r -2, 1/69 =3y oo .
b) g 1v 1/21 ‘1; 1/41.1/50 'lr 1/75 1/,8’ ‘11 LE R ‘j;":
fem vist a l’apartat anterior qud vol dir que una successid de
terzes positius té limit zero. I si la successid no és de termes

positius, és a dir, no té tots els termes positius? Qué voldrd
dir que té limit zero?

22

Amb 1‘introduccié de la nocié d‘entorn centrat d’un punt, podem dé-
nar la segiient definicié de quan una successid té 1imit zero:

DEFINICIO

Una successié 8, té 1imit zero si per qualsevol micro-entorm

centrat del zero és possible trobar un terme a partir del
qual tots els termee de la successid estiguin dintre d’ell. -

Nos parecid conveniente no gquedarnos con una sola definicidn
de sucesidén de limite cero ya que el concepto de "cola de una -
sucesidén" es suficientemente intuitivo como para no desapro-

vecharlo :

24
la definicié de successid de 1limit zero pot ars quedar redactada
aixi:

DEPINICIC

! Una successiéd L té 1im?t z2qro si qualsevol entorn centrat

del zero conté una cua de la successid,

Es cler que aquesta definicid és equivalent a aquesta alira:

DEFINICIO

Una successié 8, té 1imit zero si per qualsevol entorn cen-
trat del gzero, tots els termes de la successid, excepte un
nombre finit, estan dintre a’‘ell.

Al apartado "LIMIT D’UNA SUCCESSIO" los alumnos llégen con un

bagaje que facilita enormemente el trabajo. La idea de "micro-

entorno", shors de un punto cusalguiera, continua siendo 1o su=
ficientemente intuitiva como para generalizar con facilidad las
definiciones. De todos modos, a partir de este momerito utiliza-

mos el término "entorno" sin adjetivar.

Mirard, vejam, si sé totes les codes que
solia saber. A veure: quatre per cinc és
dotze, i quatre per sis és tretge, i quatre
per set és ... Ave Maria! Mai no arribaré
a8 vint per aquest cami! La taula de multi-
plicar, perd, no vol dir res: provem la
Geografia.

Lewis Carroll

LIMIT D'UNA SUCCESSIO

1. Quin és el 1imit de la successié a = Eﬁl?
3ndl
I de la bns o ?

Déna raons de les teves respostes.

DEFINICIC
Una successié 8, té 1{mit L ai per a qualsevol entorn cen-
trat de L establart per endavent, és posaible trobar un ter-
me a partir del qual tots els termes de la successid es:iL
guin dintre d ell.

Direm que L és el limit de la successié 8, i escriurem

1lima_ =L
n

A continuacién ponemos en relacién las "sucesiones de limite

I" con las "sucesiones de limite cero", relacién importante

ipara-poder estudiar (méds adelante, seguramente después del

COU) las propiedades aritméticas de las sucesiones a partir
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de las propiedades de las sucesiones nulas.

DEFINICIO
Una successié s a té 1i{mit L si la successié b =a -L és una
successid que ¢6 limit sero. i

Todavia quedan en este apartado unos nueve problemas mds, al-
guno de los cuales se aprovecha paras discutir la idea de "de-

mostracidén®:

6. Calcular els limits segiients:

2

2n({n-1) 2nd41 (3n-1)°
lim == : lin ==== lig ~Segema
Y 3 043

En aquest proihu caldrd, com ja virem fer en proble-
. mes anteriors: - :

a) Conjecturar quin és el limit &e cada una de les suc-
cessions. Cal tenir cler que ls definicié de quan

30

una :lufceenié L té limit L no ens diu gom trobay

L; 1%dnic que . = deixa clar es, donat un nombre I,
com poder esbrinar si és o no el limit de la suc-.
cessid. Per tant, cal conjbcturar, en primer 1lloec,
el limit de cada una de les successions, i per a .
fer-ho caldrd utilitzar 1’experidncia treta de 1%es-
tudi d‘altres successions, diagrames o representa-
cions d°‘un nombre finit de termes, idees intultives
sobre el comportament del terme generel de¢ la suc-
cessié per valors grans de n, ... .

b) Justificar que el limit de cada successid és el va-
lor conjecturat.

Finalmeﬁte queden dos apartados. Uno de ellos, "SUCCESSIONS
MONbTONES, SUCCESSIONS ACOTADES", permite entablar miltiples
discusiones en clase cuando el alumno intuye que los concep-
tos de acotacién, monotonia, convergéncia,... estan interela-
cionados,

El Wltimo apartado estd dedicado al estudio de "EL NOMBRE e"
a partir del problema )

1. Si imposem 1 pta al 100% anual en un banc, quin sal-
do tindrem 8l cap d‘un any?

Por Wltimo deberiamos decir que todo el teme viene ilustrado
con algunas historietas de Charlie Brown con la intencién de
introducir pausas en la lectura de un texto que de cualquier
modo puede resultar drido para algunosvaiumnos. Dichas histo-
rietas estan sacedas de la edicién que de las mismes viene ha-~
ciendo Edicions 62 de Barcelona. Reproducimos la que aparece

en la pdgina 36:

i
POTEER 11 WA EN AQUEST Lik+ | | ULAVORS TANBE CALORU MROMBR
BAR ALGUNA COJA Que NO

NO' KO PUC. CREURE....

W MEY LUBAE OF .
NO, NO Ho Pue CREVRR!

MATEMATIONES !
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OBSERVACIONES DESPUES DE HABER TRABAJADO EL TEMA

Ia duracidén del tema ha sido de 14 horas, y los conceptos mds
sugerentes ¢

- para las sucesiones d:.vergentes, la idea de nifimero
control, y : :
( - para las sucesiones convergentes, las de micro~control
¥y de cola de una sucesidn, especialmente para la demos—
tracién de la unicidad del limite,

Hemos constatado que la déefinicién correcta del 1imit® prde-
ticamente no ayuda a la comprensién del concepto ni al ecdleulo.
Es precisamente la visién intuitiva, trabajada ‘en cursos anterio-
res, la que permite entender la definicién correcta, que de todos
modos no resulta fdcil para una mayoria de alumnos para los cuales
lg idea intuitive del 1fmite es lo suficientemente clara eomopa—
ra qu#vean la necesidad de su correcta definieidn.

GRUP ZERO
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WINTRODUCCION DEL NUMERO "e" (UN EJEMPLO DEL USO DE LA HLSTQRIA)“

José M8 Hartinez Blanco  INB "Santa Irene" VIGO (Ponencia n2 23)

1, Introduccidn. : .ﬁ;

La presente ponencia pretende explicar una forma de introducir el nfi-

mero "e" en el Bachillerato. No tiene la pretensibn de ser la forma de intro-

ducirlo, pues existen varias. Cada profesor déberd decidir en cada caso come | i

creto si tiene sentido tratar el tema y,en st caso, optar por una de las dise = -

tintes formas de introducirlo.

A la hora de optar, pesa de modo decisivo, el contexto en 61 gue Se pre.

tende explicar el tema. En efecto, usualmente sé explica dentro del téma de
sucesiones de niimeros reales una vez tratade el concepto de 1imi€e;‘-E1'pfe-
sente trabajo esti pensado fuera de tal contexto, conéretamente, .se intré-
duce dentro del tema de las funciones elementales y en conexidn coh €l lo=-
garitmo. Por ello es coherente tratarlo en 22 de ﬁUP (pero no obligafério)
Y no es preciso haber tratado con anterioridad el concepto de lihité ni el
tema de sucesiones de nfimeros realés. También e posiblé encoﬁtréb otros te-
mas en los que, de forma natural, aparece el némero "e", como por ejemplo
el tema de estadistica y probabilida&'(por cefiirnos a temas matemfticos y
no hablar de ls fisica, por ejemplo),

No obstante, de todas las formas posibles de introducir el nfimero "ev, |
&sta se basa en una metodologfia en cierto modo privilegiada: utiliza las mis- |
mas ideas que llevaron al hombre a "descubrir" el niimero "e", Al adoptar es=-
te runto de vista,gran parte de los problemas que originan los tratamientos
formalizados oue enmascaran. el sentido (y utilidad) de las teorias que se
exrlican, desaparecen, En efecto,.al analizar el proceso histdrico de una teo-
ria, lo que aparece en primer plano es la necesidad de su descubrimiento al
tiempo que nos proporciona, fre#ueﬁtementé, el camino més natural de intro-
ducirlo, Por todo ello desearié que se tomara esta ponencia como un ejemplo
de la utilizacidn de la historia con fines didactices y que suscitara

reflexidn sobre el tema.

He rreferido presentar directamente los materiales del alumnd y no re-
dactarla en forma de cémunicacién entre colegas. Al hacerlo asi pienso que
facilito la visibn didé&ctica aunque gacrifijue otro tipo de reflexiones, por
ejemplo, la metbdoldgica. También he decidido no suprimir las referencias &
otras partes de los materiales que caen fuera de la ponencia para gue sugie-

ran por si mismos el antes y despu&s que debe iener este tema.

2. las primeras tablas de lbgéritﬁbé'x el nfimero Me".

Yé hemos hablado de Neper y Bﬁrgi 8l tratar los logaritmos. Para po-

E 3 N . '
der entender mejor la exponencial j el logaritmo vamos a recorrer a gran-
.-des  pasos el proceso seguido por estos dos grandes mateméticos para confec-

%cionar sus tablas de logaritmos.

7i2.1s las primeras tablas de logaritios.

Cuando hicimos nuestra "tabla" de logaritmos en base 2, avanzamos muy

Eépidaménte por tener detrés, inconscientemente, un instrumental sofistica-

doy las calculadoras. En efecto, las potencias de dos que pudimos calcular
con facilidad fueron las de exporiente entero, es decir, es muy fécil cons-
truir la "tabla": L

ces =3 -2 -1 0 1 2 3 ...

.es 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8 ...
Pero la tabla de logaritmos que podemos deducir de estas potencias presenta
tantos "huecos" que no nos ayuda en nada para cdlculos précticos. Para po=-

der completarla nos vimos obligados a considerar las potencias con exponen-

‘te fraccionario. Pero esto es un procedimiento inservible de.no contar con

las ¢alculadoras.

Cémo se las arreglaron Neper y Blirgi para hacer unas tablas de loga-
ritmos que fueran fitiles a la hora de chlculos practicos?. En otras palabras,
;cbmo se las arreglaron para haéer unas tablas aue no presentaran "huecos"
grandes sin emplear potencias de exponente fraccionario?. Ambos tuvieron 1la
feliz idea de tomar bases muy proximas a la unidad (Bﬁrgi tomé 1,0001 y Ne-
per 0,9999999 ) con 1lo que las pbtencias enteras de estas bases dan nfimeres
muy proximos entre si., Sigue habiendo "huecos", pero ahora de mucho menor
tamafio que los de nuestra base 2.

Estudiemos con mis calma la idea de Biirgi. Formd lo que hoy llamamos
una tabla de valores para 1,0001n (¢on "n" entero) y escribid los exponen-
tes con tinta roja y los resultados con tinta negra. Por ello llamd nlime-
ros rojos a lo cue Neper (y nosotros) denomind logaritmos.

Intentemos hacer esa tabla de valores:
o 1,0001"

1

1,0001

1,00020001

1,000300030001
1,0004000600040001
1,00050030601000C50C01
1,000600150020001500060001
1,0007002 100350035002 10007000 1

D 0O~ O\ NN O lb
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Para calcular, por ejemplo, 1,00014 tenemos que multiplicar 1,0001 cuatro
veces poB sf mismo (o dos veces 1,00020001). Este proceder permite calau-
lar la tabla anterior en un tiempo razonable, pero para exponentes mayores
los céAlculos seran agobiahtes. Cabe preguntarse: gexiste algin procedimien-
to que nos permita hallar las potenciass mediante sistemas mis ripidos Y
cbmodos?. .

. Veamos como puede hacerse: consideremos una potencia cualquiera,
p = 1,00017, o

aumento que podemos llamar p4Ap . Dicho aumento podemos calcularlo por sus-

La siguiente serd 1,0001 y serd igual a p més un cierto

traccibn de 1as dos potencias, es decir:

i ] h .
ap = (P‘AP) -pP= 4.°°°4M'-.- A.O:M"z A,0004 (A4,0004 -4) =
= A,000A". 0,0004 = P40

De este modo, si conocemos la potencis n-ésima de 1,0001 podemos calcular

la siguiente sumdndole Ap:p/lol*. Comprobémoslo:

n=5 1,0005 0010 0010 0005 0001
- . 4_0,0001 0005 0010 0010 0005 0001
neb 1,0006 0015 0020 0015 0006 0001
40,0001 0006 0015 0020 0015 0006 0001
n=? 1,0007 0021 0035 0085 0021 0007 0001
40,0001 0007 002). 0035 0035 0021 0007 0001
a=8 1,0008 0028 0056 0070 0056 0028 0008 0001
40,0001 0008 0028 0C56 0070 0056 0028 0008 0001
n=9 " 1,0009 0036 0084 0126 0126 0084 0036 0009 0001

Este m&todo ez muy sencillo pero lento ya que nos ohliga a ir de uno en uno.
¢Existirt algfin otro procedimiento que permita avanzar més deprisa?.

Para contestar estz pregunta cobserva las potencias que $a hemcs obtenido,
¢se pueden enconir=r tendencias que hos'permitan. por induccidn, deducir
potencias dg exponentes mis altos sin necesidad de ir una a una%.

Te habrfirs fijado que las potencias antericres son de la forma:
1,0001" = 1, 000 [1% 000 {20 000 32 000 42 +.s en donde cada una de los re-
cuadros rerresenfa un cierto nfimero (que cuando es de mds de una cifra Mo-
eupa los ceros necesArios de su izguierda). Por ejemplo,

a 9" P Py 30 Y
1,0001” = 1,000(3)0056) 0084 026 OL26’ ... etc.
1 2 32 4o 50 ..,
Veamos,pues, nuienes son esos primeros, segundos, terceros, etc nfimeros:

Tos "primeros nfimeros" son: pars m=1 el prirer nGmeroc es 1

2 2
3 3
I A

para n ‘el primer nlimero es n

Los "segundos nfimeros" son: para m=1, el segundo nfimero es C

3
6

10
15 -

‘el segundo nfimero es ?

s OV VY

para n

Si aplicas los métodos que ya hemos estudiado para tratar una tabla

de valores te darés cuenta (por diferencias finitas) que se irata ‘de una

funcibn polinbmica y, ademis, de 22 .grado. Si trabajas bien obtendrés que:

los "segundos nfimeros" son (1/2).n,(n-1)

Los "terceros nfimeros" son: ypara n=1 el terce£ nfimero es O
0

1

4

Sk 10

: 20

el tercer niimero es %

o W\ £

para n

Si repites el procedimiento veris que se trata de una polindmica de

tercer grado cuya férmula est ne(n-1).(n-2)
t 3e2

De forma anéloga se obtiene hue los "cuartos nfimeros" son de la forma:

n.Sn-lE.(h-Zz.gn-éz
o %6362

Reitera el proceso cuahtas-veceé haga falta y ver3s que l@& p-&simos
nfimeros de la potépciavl,OOOInzﬁon de la forma:
ne(n-1)o(n=2)e oos o(n-(p-1))
. St
Sentado esto péaeﬁos calcular cualquier potencia, por ejemplo 1,000

150:

el"primer nfimero” es 50

el "segundo" es (50.49)/2 = 1225

el "tercero" es (50.49,48)/6 =v19600

el “cuarto" es (50.49.48.47)/24 = 230300
etec.

)
Por lo tanto, -1,00015 =1, 00501 (ojo con la superposicibn de cifras)

1 9600
23 0300 s¢e

= 1, 0050 1226 9623 0300 ...

de las que son fiables hasta la cifra g....?.

(For comodidad separamos, contra lo que es habitual, las cifras decimales

en grupos de cuatro) L
Ejercicio b

e

Calecula mediante este procedimiento con cuatro cifras decimales fiables las :
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629 1000 10000

potencias 1,0001 1,0001 y 1,0001

‘o.oc.ccoao.'c-a.cooo.lol.ooc.'o..'npc.l

Observacidn:

Cuando afrontamos el problema de buscar métodos més rapidos para cal-
cular las potencias de 1,0001, hemos optado por uno,dejande, por tanto,
otros muchos en la cuneta. Entre ellos esté-ia interpola¢i6n lineal, pro-
fusamente usado por Blirgi.

Es curiosofque nuestra blisqueda nos ha llevako a encontrar loe nfimeres
cqmbinatorios (por cierto lejos de dbnde los libros de texto suelen expli-
carlos). Como sabes los nﬁmeros_cohbinatories pueden obtenerse colocando
debajo de cada par de ellos su suma y obtenemos el triéngulo de Pascal:

1 3 3 1
4 4
1 510 10 § 1
etc.

que es en esencia lo mismo que nosotros hemos hecho,

‘ Pero también son los coeficientem de la famosa férmula del binomio de
Newton. En efecto, si desarrollas de acuerdo con ella la potencia

, (1 + 0,0001)"
obtendrés el mismo resultado.
Por no salir de curiosidades, fijate que tanto los némeros combinato-

rios como la férmula del binomio fueron formulados en ura &poca inmediata=~
mente posterior a la de Biirgi.
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‘En resumen, del modo indicado, ppdémos construi., 2o sin trabajo, la
tabla de logaritmos en base 1,0001, es decir, los priﬁgros nfimaros de esa

tabla serfian:

N n =10gy o1 N
1 o
1,0001 1
1,0002 0001 2
1,0003 00034.. 3
1,000%4 0006... 4
etc. . ete,

Ia principal ventaja de esta tabla es que puede ser caloulada "manuale-
mente", pero ello a cambio de un inconveniente que se pone de manifiesto al

calcular, por ejemplo:

1081’0001 2 = 6931,81183 o bambién 108y og01 250 = 55217,36988

es decir, que el logaritmo en esta base de un nﬁmgro razonable resulta enor-
me, Esto es un defecto puesto que los chloulos coﬂ dicha tabla seré&n bastan-
te incémodos, Afortunadamente este problema tiene ficil arreglo: la fueénte
de-este defecto radica en. haber considerado una base "microscédpica”, por
tanto, se podrd superar si contamos con una base mis grande., Consideremos

la nneva base 1,000110000
ro si consideramos el logi,00011°°°° 2e

» El motivo de elegir esta nueva base queda en cla-

1 410000 2 seré un cierto nfimero N tal que:

°81,000
10000 N

10000 10000_

_ - N
1.0001 =2 pero 1,0001 s (1,0001)%° = 2 1luego

N.10000 = 6931,81183 o bien N =0,693181183,

En resumen, nuestra tabda "desproporcionada™ (la de base 1,0001) pode-

10000- Pero lo

mos convertirla en "equilibrada" cambiando la base por 1,0001
més afortunado en este cambio es que rno hay que hacer nuevas operaciones,
8ino, .solamente dividir los logaritmos primitivos por 10 . As{ pues, la

tabla que se obtiene es:

N 1081,60011°°°°
1 o
1,0001 - 0,0001
1,00020001 0,0002
1,00030003..,. 0,0003
1,00040006 ..« 0,000k
1,0005G010. ., 0,0003
etc. " etc.
2. 0,6931
ete. ete.
250 545217
ete. etec.

~—

Pero un momento; para poder hacer una tabla de logaritmos sin otra a--
yuda que las cuatro reglas aritm&ticas, hemos tenido que recurrir a la base:

(Atencibn sefioras y sefiores... 11 ALE-HOOP!!) 1,000110000= 2,718145926 ...

! Queda por aclarar qué ocurre al considerar la bade de Neper., T mismo
puedes reproducir los razonamientos seguidos anteriormente pero tnabajando.
con la base: 0,9999999x =(1'-0,0000001)x’ (x entero). Si 1o—héces, encon-
trarés que la ecuacibn d¢ diferencias para dos potencias enteras consecu-

tivas es, en este caso, Ap::-p/lo7 lo cual conduce a la base
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(1 - 10773192 0,3678794412... .

A pesar de las apariencias, esta base y la que hemos encontrado si-
guiendo a Blirgi estin estrechamente redacionadas. En efecto:

—6:337§%§EEEE— = 2,718281828 . )
es decir, son précticamente inversas la una de la otra. (las diferehgias
estén a partir de la milésima y son debidad a la mayor aproximacibn de Ne-
rer a la unidad).

Pero el hecho de que Neper se aproximara a la unidad por valores me~
nores a ella no es caprichoso; tiene su explicacidn. Blrgl llegd a sus "N@-
meros Rojos" desde especulaciones directamente algebraicas (o,si prefieres,
aritméticas), sin embargo Neper.comprendid ensegnida la importancia que te-
nfa su descubrimiento vara la astronomia y 1le trigonometria (baste @ecir
que anticipd, antes de sdr publicades, sus hallazgos al famoso astrdnomo .
‘Tycho Brae y aue Kepler, quien desempefic un papel decisivo en la difusién
de los logaritmos, se puso en contgcto muy pronto con Neper y Briggs).

Por tanto, »1 interesarle los logaritmos de fracciones propias (seno y co-
senc) lo mfs indiecsdo es tomar una base menor que l2 unidad ya que, como
sabes, en'esa base los logaritmos de nfimeros menores due la unidad son po-
sitivos, )

Con frecuencia se dice que Neper es el "inventor" de los,logaritmoé
naturales (en base e, es decir, en base 2,71182818), Como se pone de mani-
fiesto mis arriba, esto no es exacto, pero no resta en nada el mérito de
su labor (ique le llevé 25 aflos!) y. en reconocimiento, a los logaritmos
an hase "e" sé denominan neperianos,

. \ N |

Por fltimo, 'hay que advertir cue agui no se ha contado la historie
del descutrimiento -de los logaritmos tal y como se realizd. Para empezar,
ni Biirgi ni Neper .se preodﬁgaron para pada de 1z base en la que estaban
tfﬁbajando (que fue éclaradé hastaﬂte més tarde, en el Siglo XVIII, por
Euler). AdemAs, ni las notaciones, ni el instrumental, ni, sobre todo, nues-
tras preocupacionéé; coinciden con las de aquellos., Lo queghemés hecho es
una- reconstruccibén de la historia adaptada a unos intereses muy concretos:
entender cémo se trabajé'para'explicarnos me jor el porqué de nuestro modo

de trabajar.
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2.2+, El1 nlimero "e" de Euler.,

Ya hemos comentado que la tabla de logaritmos en base 1,000110000, [

escrita de mejor manera (1 4 1/10%)107 5o es todo To perfecta que cabe es-

perar, En efectb, al constréir las potencias enteras de 1~&1/10# la dife-

. rencia efitre dos consecutivas ee p:=p/10h lo cual provoca que la tabla

de logaritmos en base (14 1/10#)19 presente "huecos", Estos "huecos" para
valores bajos de p no son importantes pero aumentarin segin vayamos consi-
derando potencias cada vez mayores. Este comentario plantea la siguiente

pregunta: jcédmo podemos mejorar nuestra tabla de logaritmos?. la 1lbgica de
la respuesta es sen€illa: considerando bases cada vez mis prbximas a la u-
nidad. Mis explicitamente, el proceso de mejcra de la tabla serd como si-

"sin infénitorum” Lausanne,1748).

gues La tabla de logaritmos resul-
lLas potencias enteras de: Dan "huecos": tante tiene por base:
4_ =4 0004 | 8p = Thev (24 _‘_).,-._ 23484 3926
A 4'-1-;5- ‘ oM s' ' 00 0
19
4+ 200000 ap =¥ s (4 +T‘;‘ = 2,34826323%---
io i .
Q .
A+{‘;=‘-°°°°°4 4p = V0 (u.ﬁz) =2,2182804¢9 -
'd
4 - A.vooocol AP:'/AJ} (4+L«.,) = 23482818283 .- -
A4 ==" i
io? S 1" ] - =
) L
1 Ap = A
A4 ;: 4y " (4 <+ “)

¢Cull .serf la base "més precisa” que se puede considerar?, o si se pre-
fiere, jcuéndo se conseguirf que la tabla de logaritmos no presente "hueces"?.
Es evidente que la respuesta no puede fijar un valor de "n" ya que, de ha-
cerlo asi, siempre se podriz afinar mis temando las potenciss ni4l, n$2, ni3,
étc. Se impone,por tanto, el paso al limite, Esta es la respuesta: la ba-

se mis precisa que podemos considerar es:

lim (13 %)n ya que de este modo la tabla de logaritmos en esta base
Bo*tResentars "huecos" (p/n tender% a cero cuando n tiende a o, o dicho en
otras palabras, su crecimiento seri continuo.
Por la sucesifn de valores de (13 1/n)" dada anteriormente podemos de-

dueir que el valor de ese limite es:

lim  (143)%= 2,718281828... (dado con 9 cifras decimales).

new o
El grah matemitico del siglo XVIII Leonhard Euler (1707-1783) designé
a este niimero con la letra|"e" ("Ponamus autem brevitatis gratia pronumero
hoe 2,71828... constanter litteram e ..." en su obra "Introductio in analy-
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Ejercicio.

Prepresenta graficamente las funciones y’=ex e y=1ln%.

Ejercicio.

u L ey e 2l o = L4 J5c)
Teniendo en cuenta que lim (14 {%).'= e calcula los siguientes imitess

u
. ‘w0
diws (A+‘)g" L (44 2) L (4—_) :
nw-o 3n w-poo u-vo -
: Gy
Liw (MMM”‘ Liwg (44 any’ Miua (4~ )
W-bo W50 ) "DO.

Ejercicio:

Representa grificamente las funciones:

-
‘3:-5 z -3e% '3=eb‘4‘

Liasg s aetx

En resumen: por todo lo visto anteriormente, cabe definir el afiméro e

vy 1ls exponencial e* por medio de distintas formas e@ui?alehtes‘

e=1im . (1341/n)® o de modo equivalente e =1linm (14 )1/!1

n-»® n—0
6= Uin (145" = 1in (1 4H* & Lim (14xn)1/n=iim' (14-,"_}
n-6m = ‘n-ewo n n-»0 ' ‘ n-» 0 el

Lo mis sorprendente (si cabe) de toda esta historia es quéd existen inuchos
fenbmenos, naturales y sociales, que pueden ser descritos de forma satksfac-
toria emplesndo el modelo matemltico que encierra el nfimero "e'", Por ello,
todo lo que hemos aprendido anteriormente dista mucho de ser un juego inte=
lectual; el nimero "e" nos ayuda a entender hechos y a predecir resultados.
En lo que sigue se pondrad de manifiesto.

!
(En lo que deheria seguir si se extendiera.la ponencia),

Referencias:

Félix Klein, "Matemitica elemental desde un punto de vista superior" Bibiio-
teca matemltica Rey Pastor, Madrid.

James R, Newman "SIGMA, El mundo de las matenéticas“ Grijalbo, Barcelona,

R. Courant=-H. Robbins "Qué& es la Matemitica" Aguilar, Madrid.

JOSE M2 MARTINEZ BLANCO, ABRIL de 1982,

ALGUNOS PROBLEMAS DIDACTICOS

EN
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ALGUBOS PROBLEMAS DIDACTICOS DE L4 MATEMATICA EN PRIMER'

' CICLO UNIVERSITARIO CON ALUMNOS REPETIDORESe

Vamos a gntentar hacer un estudio no exausﬁivo de problg.

mas que supgen, ponen de manifiesté y/o desencadenan los alum

nos repetidores en un curso de Matemitica de primer ciclo uni

versitario de una carreraz en la que la Matemdtica sea una "a-

signatura auxiliar". Posteriormente vamos a presentar un ins

tento de darles solucién en un ejemplo. concreto,

Algunos de los problémas gue vamos a describir no son evi
dentemente de la Metemdtica, ni espécificos del primer ciclo
universitario pero desde luego la coincidencia de estas cire
cunstancics crea un caldo de cultivo idoneo para su degarro-
1lo. El referirnos a carréras no directumente conectadas con
nuestra ciencia se debe a que la base matemdtica, la aptitud

especifica y las motivaciones son muy diferentes,en'lineas =

generales ,para los tlumnos de Escuelas Universitarias, Farma-

ciz, Bielégicas, Econdmices, Empresariales,..., ¥y para los de
Matemdticas, Fisicas,etc.

Los alumnos repetidbfes estdn,,por desgracia, presentes
en cualquiei cursc de Cdleulo, Algebra, Andlisis,..:, de pri-

mer ciclo universitario, pero a veces abundante y conflictiva

&

mente,

* Vemos a reflexionar sobre los problemzs que estos slumnos
tienen y sobre alguncs de las respuestas de los mismos en fan

cién de su psicologfa y condicionontes socicles.

) Podemos encontrar un tipo de alumnos repetidores dque

reconoce haber tenido un me} aprovechamiento e curse anterior,

tiene tiempo para estudiar(no lo simultanea con un trabajo ab-
sorvente), base y capacidad sugicientes. Generalmente Sson alum
nos dispuestos a dedicarse "mds en serio" al estudio de la a-
signatura.

Probleémas en estos alumnos pueden ser:

1) Hagcer unz autoevaluacién demasiado optimista e intentar
abafcér démasisdcs asipnaturas de un curso superios, s
para terminar posiblemente con una crisis de la propia
estimacidén en el dltimo trimestre. lMuchos de los alum-
nqs~que'abandonan sus estudios universitarios nos pare
ice que corresponden & este grupo.

2) Algunos alumnos se vdloran con pesimismo y dedican el
curso entero a una o dos asirmaturas pendientes, renun
ciando a cursar otras que son incompatibles o de hora-
rio coincidente,

3) Laﬂexistencia_de unc. convocatoria en febrero anime a =
un buen porcentaje de alumnos & iniciar un esfuerzo im
*rortante prep%rnndo simultéaneamente medlo programa en
‘clase (y acudlendo a rarc1ales) v otro medlo provram
por. su cuenta. En estas‘condlclones el alumo suele =

o 8

confiqr totalmente en elvmaterial de estudié acﬁmulﬂao

del curso anterlor. apuntes, cole0016n de problemas etc

.Y abandonar las clases ﬂepetldas para- asistir a algu—
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de otro curso o bien estudiar en la biblioteca "perdien

4 do meho tiempo"-dice-, El resultado final'éueleiéer ma=

! lo porque el materlal gque no Ser16 para aprobar en sep .

A%
tiembre es p031b1emente defectuoso, 1ncompleto o mal

1nterpretado-s1stematlcamente. Ademés muchos de 1os alum

nos repiten como consecuenc1a de un"desfondamlento" de
final de curso ¥y son otra vez los ultlmos temas 1os que
. tiene que preparar en peores condlclones.

" B) Para otro tipo de alumnos su fracaso es‘cpnsecuéheia[

de una gran falta de base, algunos de ellos simultanean trabajo

N estudio despuds de un largo paréntesis.Aprovecharian'el tra
bajo que de hecho suelen hacer si se sintferan. con 1a llber-
tad suf1c1ente para 1nterrumpir 1a marcha ‘de las expllcaclo—

nes y“molestar“a unos companeros que las estén copiandg,

C)_Uh tercer tipo de alumnos lo constituyen los'que sé
considersn repetidores "como cthécuencia de una injusficia";
pof calificaciéh exceésivamente dura; por "mala suerfeﬁ en lps
temas motivo del dltimo exdmwen o por "un mal dia™ para feéo}
ver los problemas, Este conjunto de alumnos no tieﬁé'menos
dificultzades que 165 dos snteriores para superar la asigna- .
tura, pero ademds con cierta, frecuencia provoca problemas eﬂ_
la marcha del curso normal.

El alumno gue se considera "injustamgnte suspendido" en
sus'conversac;ones con "los ﬁovatps“ puede ser causante de

una desmoralizeeidn de una parte de &stos (creemos que sigue

siendo frecuente en primer curso de Escuelas Técnicas)., Si
considera que las’pruebas fueron excesivamente duras preten=

derd (en particular en las clases de problemas) que e omitan

"los ejercicios elementzales para hacer "problemas de exfmen®,.

Esta propuesta coﬁ'fracuencia planteada en clase puede provo-
car tensiones‘entre los alumios medianamente dotados y que.
cursan la. asignatura por primera vez por una parte y los re-
pétidorés, alineados con una minorfa de alumos mu& bien do-
tadds;vpor otra.

D) En cada curso suelen aparecer tambiln otro. tipo de

alumnos, ciertamente minoritarios,formado por aquellos repe~-

tidores que se esfuerzan por demostrar, a .la menor ocasién/

"sus muchos conocimientos" o bien que "este curso s{ que es-
tén trabajando", Son alumnos- que,.por ejemplo, pueden hacer
preguntas relacionsdas con el tema Siguiénte, Algunas veces

pueden ser oportunos y servir de introduccién pzra otras

‘cuestibnes que el profesor pensaba tratar en ese momento, Dpe

ro frecuentemente o hay que responderles en un momento en 1la
mayoria del aulario cnod ehteﬁdérérla“respuesta, ni posible-
mente capte el sentido de la pregunta,o hay que contestar

con lé muietila de "en un préximo dia veremos", En este ca-
iso la pregunta sdid’habré serﬁiﬁo pars pefder la ﬁércha pre~

vista en las explicacipnes. ) g
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Todos estos problemas y situaciones se han presentédo
entre los slumnos repetidores de Andlisis Matemdtico I de la
FacultsaZ dz Ciencias Econ+bmicas y Empresariales de Sevilla
de la que nos vamos a ocupzr a modo de ejemplo en lo que éi—
sues

In los dltimos =sfios el porcentsje de alumnos repgtidores
de dichs esignetura oscils entre un 30% y un 40% del totale
De este porce zeje algunws alumnos no aparecen nunca por. clae
se y otros no : parecieron casi nunca el curso anterior, por
lo ¢ue se les puede considerar como nuevos'a los efectos que
noe intercsan, Un 204 aproximademente de alumnos son repeti-
dores cue comienzaen asistiendo a clase.y aue =1 menos los 2
primeros trimestres del .curso anterior tombién ‘asistieron
con relavive normelided. Prrz estoc alumnos congidcrsmos in-
tercsintes

12, Un horario gue los permitierc asistir'a 1as clases

de determinzdas asﬁgnaturas del curso siguisnte,

22, Unos grupos lo rienos masificados posible cn los que

fuese vicble uns relativa personalizccidne

39 Una progrezmacién en la que se dedicase méds atencidn

relative a los dltimos temas del cuestionario y a
cuestiones de base de cursos enteriores, au;ue'fuesé
en detrimento de los temas'ﬁés conocidos p'ruo 1la -

yorfa (generaimente los primeros).

42, Un reparto de horas en el curso que hiciese mfds f4-
¢il la preparacién pera una eventual concurrencia a
los exdmenes de Febrero.

59, Un encauzamiento de la participacién teniendo en
cuenta que algunos alumnos tienen especial interés

por demostrar sus conocimgéntos o su esfuerzo,

Fn un intento de responder a estcs consideraciones nacié
el BCursoide Repetidores de Andlisis Matemdtico", Vamos a in
tentar describir algunos aspectos del mismo a lz vez que ha-
cemos un poco de historias sobre como cristalizé la idea de
su implantacién experimental.

En la Facultad de CEYE de Sevilla al existir cursos de
mafiana y de torde .l problema de coincidencic de horarios o=

frecfd posibilidades para su solucién. Como los alumnos que

.simultanean el trabzjo con el estudio en estz Facultad suelen

tener las tardes disponibles, y si tienen pendientes asigﬁa—

turas de 12 suelen abandonzr lus incompatibles de 22, a es-

tos alumnos les interesarisn las clases en hueeds dejados

por estas esignaturas y horcrio de tardes. Los alumnos més

jbvenes prefieren generslmente tener sus clases por las ma-

flanas pero en gran proporcién quieren cursar asignaturas de-

22 curso. Penszndo en su horario de estudio person:l parecfa

| _ 4 . . i . o
oportuno que las-cldses correspondientes se impartieran por

las terdes pero sin olhligerlies a acudir a la Facﬁltad més de

3 tardes,
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Un curso especial para ios alumnos_repeti@o?es no esta-
ba previsto administrativamente y por conéiguiéﬁfé éré'mﬁy'
importfntefener en cuenta los medios hnmanos dispoﬁfﬁies; ’
(Por fortuna no hebia problemas de 1o§31es en edificio‘de la
Facultzd), La asignatura de Andlisis Matemdtico se impatél

por dos profesores con encargo de curso "B" ¥y una profesora

de cluses précticas. Oficislmente y como consecuencia del mi-

mero de zlumnos matriculados, estén previstbs dos gruﬁos de
alumnos en grupos de mafianas y dos en turnos de tardes. El
horario de la Facultad es rigido por no existir huecos en el
riismo., La asignatura tiene asignﬁdas 5 horas de clase (3 pa-
ra teorfr y 2 pare prictices). Natur:lmente con estos condi-
cionanbes es imposible que un profesor impartz las clases a
los srupos de la mafiana y otro a los de la tardes En los. pri
meros cursos de existenciaz de la Facultad los profesores en~
carzedos de curso se repartianvél progr: ma tinto por la ma-
flana cono pér la terde, pero é§to creaba problemzs de coordi
necién de las clases préctil:as° Istas dificultades y la pro-
blemdtica superpueste de los alumnos repetidores nos 1llevd a
la solucién actual: reunir & los alumnos, tcnto de la mafia-
ra cormo de la tarde, en dos de las horas de teoria y una de
nrécticas. En las hores en que quedan separados los cuatro
grupos (reducidos ademds por la Separacidn de repetidores)
es posible mentener un impresc;ndible'diélogo y turnos de

pre;unies y respuestas, que natﬁralmente hay gue limiter en

las horas en que estos grupos se encuentran juntos de dos en
dos,. De esta forma con un minimo inconveniente, por otra par

te casi inevitable en algin grado, el profesorado puede de--

‘dicar 4 horas tebricas y 2 prédcticas (en 3 blocues de 2 ho-

ras) a los alumnos repetidores.

Bn realidsd decidimos hacer un repaorto no constente de
estasvhorés a lo largo del curso y asi dedicamos una hora
més de“teorfa y una més-de problemas en el nrimer cuétrimes-
tre(luegoruna menos en el 22), para intentar avanzar los pfg
gramas cuanto antes procurando de est: forme facilitar el
trabajo de los alumos que se von a presenter en Febrero o
que necesitan determinados conocimientos como base para otras
asignaturas. Un ritmo répido en la exposieién de. muchos te=-
mas y la omisién o aplazamiento de los més conocidos, vienen
permitiendo haccr una visién de los més interesantes antes
de terminar el mes de Febreros

Parza motivar el itrabajo de'Los alumnos se les ofrece la
opcidn de adelantar los tres exdmenes parcicles, que realizan
log alumnos de los diferentes grupos de la asignatura, a fe=
ches convenidas de mutuo écuerdoo El a2luwmmo que no realiza

2.

uno o mfs parfiales en estas fechas puede hacerld con el gru

po de ralisna o de tarde en el que estuviese originariamente

gricuadrado,




Veamos ahoira como sé organiza el trzbajo y la participa -

cibn de los éiﬁmnés en las clases tedricas. Establecido con
;nterio:idad el tema que se va a estudiar en uﬁa jornada, el
alumno habrd podido hacer una preparacién personal mediante
los apuntes.del curso anterior y la bibliograffa recbmendada;
Como c:be suponer, esta preparacién serd muy irregular, pero

a partir de ella medisnte intervenciones de los a;umnos se

intentan eétablucer los conceptos bdsicos que aparecen en

el tema, El-profesor,proéura limitarse —en principio- a po-
ner de menifiesto los defectos en las definiciones, subrayar
notas esenciales y poner ejemplos que aclaren dichos concep-
tos,.

Al tr:t:r con zlurnos repetidores, a los que ya se les
haﬁ dict:do, en cursos anteriores, teoremas con sus demostra
ciones y los desarrollos de los temas, las explicaciones se
pueden dedicar prinéipaimente a los puntos que elles presen-~
trn como mds dificiles. . '

El trebejo de las clases tedricas, una vez revisadas los
conceptos fundsm.ntsles que 2parecen ene el tema, a partir
de los definicion#é que los alumnos recuerdan o leen de sus
propios . puntes, se centran én la preparacidn y estudio de
giemplos y contrzejemplos de los consiguientes conceptos.y

nropiedades, pars procurar finalmente ceptrarse en el estu-

- dio de cyplic: ciones de todo lo estudiado. Naturalmente cucndo

un tems e¢s necesario explicarlo totzlmente, por descubrirse

graves dificultzdes en el estudio de los nlumnos o inadecua~

cién de su matericl de trebajo, no sé puede terminar en el
tiempo previsto, motivo ﬁor‘él.qué 1o programacién del curso
no puede ser rigida sino que sé,va revisendo cada dia,
 Curndo el tems tratado lo.permite, nos gust: terminar
la clase dictendo 4 6 5 cuestion.s reiafivas 2l mismo que' o=
bliguen al alwmo & reflexioner én 2lgunos puntos de su es—
tudio. Som cuestiones como: condiciones de aplicicién de los
teoremas, bisqueda de'éonfraejemplos, diferencizs entre un c
concepto y otro. A vedes hemos pedido éjemplos imposible de.
encontrar (comou un conjunto‘que verifique los axiomes de es
pacio vectorial menos la conmututividad de la ley interna, un.
ndmero compleljo no nulo que no tenga inverso,eee)o El 2lumno
a veces confiesa que tras su infructuosa bisqueda ha revida—
do la teorfa y captado mejor el sentido y la zpliecccidn de’un
teorema relacionado con 1t cuestibn. Las presuntas a que nos
venimos refiriendo son contest: des pof el profesor posterior
mente si clgin alumno lo pide, In :lguna ocasién una cues—
tién no resuelta en clase ha servido para ser propuesta en

un exdmen parcial posteriadr,

Acovados los temes que .se han considerado de mayor in-
terds por su importancia o dificultad relativa las clases ted
ric:zs dejsn sitio para unos'seminarios'en los que se estu-

a

dian tewes inicislmente considerados complementarios o més




405

fédciles y se repasan losque se pudde, procurando, al elegir-

ios; compeginer ‘el criterio de los alummos y de los profeso-’

res (teniendo presente las lggunas detectadas en la prepara-
cién de aquellos que han realizado parfiales anticipados. En
ccde seminario un alumno\voluntario, valiéndose de un guién
preparczdo pof €1, hace una exposivién esquemdiica del tema
'que luégo‘ampliaré en los puntos que sus compafieros le sefig-
len. El profesor o Ios<profesores'asistentes procuramos in-
tervenir lo menos posible, pero naturalmente no siempre nos
podemosl limitar a hacer nuestras anotaciones en el fichero
pere mejor evaluar los conocimientos. y el grado de participg
cibn de los alurmos, '

' Zstas anoteciones las solemos tener en cuenta a la ho-
ra de calificzr en Junio clumnos con algin parcial "compen-—
saple" {es decir .con medib punto por debajo de la califica-
cibn dé mprobzdo). ists "deferencia" nos parece justificada
en cucnto que supone un importante estimulo, como deducimos
del entusiasmo por participar de un buen porcentsje de los
‘2lumos =sistentes al curso.

Dejamos para otro trabzjo el comentcrio de los métodos
de trabzajo empleados en las clases précticas, de tanta im—
portancia en un curso de Matemftica y mé% al tretarse de
. zlumos pare los que interesan por lo menos tantd‘ibs aspec—

toz pricticos como los tedricos. -

Con este breve trabajo hemos intentado menifestar nues-—
tras refleriones sobre un problema concreto de ensefianza de

la Matemdtica y la forma en que venimos tratdndolo. Es posiw

ble que esta memoria esté sefialando un camino equivocado,"

rero si hace penscr a alguien que tenga planteado un problema
porecido, habrd alcanzado el objetivo que le tenfamos enco-

mendado,

Eugenio Fedriani Martin

Sevilla, Abril de 1.982
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COMO HEMOS TRABAJADO EN 19 DE BUP ESTE CURSQ 1981-82,
UTILIZANDO EL MATERTAL ELABORADO POR EL GRUP ZERO.

Carles Lladé Casablancas. (Grup Zero)

1, INTRODUCCION
Lo que sigue -es la "mgmgria" del trabajo hecho en dos grupos de
primero de BUP, los grupos 12C y 12D, del Institut de Batxillerat

"Joan Oliver" de Sabg&ell, durante parte de este curso 1981-82,
concretamente_desde priﬁcipio de curso hasta mediados del mes

de Febrero. b

En dicha "memoria® hémps'intentado sistematizar a posteriori el
trabajo que realmente hemos hecho en la clase de matemdticas, sin
que ello signifique que no partiéramos de une "programacidén" mi-
nima que habfamos elaborado antes de iniciar el curso.

Hemos de decir que compertimos la opinién-de que no existe una
meneras de ensefiar un tema, o un concepto, que sea la mis adecuadn
¥ que, en consecuéncia, parte de nuestro tfabajo como profesores
de matemdticas deberia consistir en experimentar y evaluar conti-
nuamente distintes presentaciones de los temas, nuevas motivacio-
nes y métodos de trabajo para, posterior y colectivamente, discu-
tir y clarificar las distintas maneras de entender la ensefianza
‘de las matemiticas. Pensamos que, en realidad, el problema mis
importante qﬁe tenemos planteado'los profesores de matemiticas

en estos momentos no es gué ensefiamos (o qué ensefiaremos, o cua-
leé son loé programas alternativos a los actuales) sino como en-
sefiamos.

Dicho esto, creemos que la presentacién de esta "memoria" puede
ser de interés por dos razones por 1o menos:

A) Puede aportar algutos eleméntos-para una discusién previa a

cualguier elaborachién de nuevos programas de matemiticas ¥ que
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B)

2. ;COMO SE PRESENTA LA "MEMORIA" %

intente dar respuesta a los tres interrogantes que Pere Puig
Adam cita en una de sus obras:

- &Qué hace falta que el alumno aprenda? *

- &Qué puede aprender el alumno?

~ ¢Cémo hacer gue el alumno quiera aprender?

Es una experiencia concreta de utilizacidén del material del
Grup Zero como matérial de trabajo utilizado en clase, nb es—
poradicamente, sino de manera continuada. En este sentido, el
trabajo que hemos hecho en la clase de matemdticas en los dos
grupos de alumnos citados, parte de la utilizacién del.libro
"Funcions lineals i quadratiques" del Grup Zero (publicédorpor
Vicens Vives, Barcelona, 1981) en funcién de unas pautas meto-
dolégicas en consonancia con las caracteristicas propias de
los alumnos de los primeros cursos de BUP y que podriamos re-
sumir en tres puntos:

- respetar al maximo el ritmo de los alumnos: su ritmo de a-

prendizaje, de asimilacién, suele ser mas lento de lo que

los profesores creemos. La mayoria de las veces, la necesi-
dad de "ver" todo el programa nos "obliga" a imprimir a nues-
tras clases un ritmo tal que impide a la mayoria de alumnos

un aprendizaje correcto.

- buscar, al mismo tiempo, una cierta egilidad en el tratamien-

to_de los temas, variando los centros de interés y cambian-

do el punto de vista desde donde abordarlos.
- aprovechar todas las oportwridades posibles para buscar cen-

tros definterés interdisciplimares, intentando romper la ex-

cesiva dompartimentacién enimaterias que se da en el BUP,

Se presenta en forma de cuadro, 1%%%gcalando algunas observaciones

=

. ’ . - = ’ ]
. g e el orden cronologico del
que creemoqxggﬁlnteres. E1l cuadg&maﬁéu ; g

trabajo hec%%mﬁn clase y tiene distﬁ%tas columnas en un intento de

BN

',g;arificaf'QQuellos aspectos que tuvimos en cuéniéfajléfh§ra de
‘elaborar la "programecidén" del curso, pero incluyendo también a-

-~§ﬁéllbs que han surgido a partir de la propia dindmica de los

grﬁpos de alumnos con los que hemos trabajado, a sus intereses,

'agias,situaciones coyunturales que han podido darse,féét. ¥ que
eran imprevisibles a priori,

AEp’la columna SITUACIONES se indicenaquellos problemas ¢ centros

@éxiﬁterés a partir de los cuales se han trabajado ciertos temas

0 ébnceptos. La mayoria de los problemas que se citan pertenecen

-8l libro "Puncions lineals i quadratiques” citado.

BEn las CUESTIONES A TRABAJAR se detallan'aquellas cuestiones que

hemos‘procuradovque, implicita o explicitamente, fueran objeto de

trabajo, endlisis, discusidn, ..., a lo largo de las clases, ¥y
que estan directamente ligadas a un cierto CONCEPTOJ

La mayoria de "programas" detallan los temas y conceptos a estu-

-diar pero dejan de lado muchos otros aspectos, quizas mas impor-.

tantes para la “"formacién" de los alumnos, gue nosotros hemos in-
cluido en la columna HABILIDADES,

Por Ultimo, en OTRAS CUESTIONES, incluimos aquellos temas o ague-
llas cuestiones que a partir de la propia dinamica de las. clases

se han tratado perc que inicialmente no estaban "previstas®.
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3, "MEMORIA"
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~ Observaciones: Inicialmente los alumnos mentenian una situacién
de dependencia respecto al ﬁrofeson, sin entender que éste no "ex-
plicara" en primer lugar la "leccién" para pasar después a resol-
ver problemas de aplicacidén. El presentar a los alumnos desde un
principio problemas a resolver, les obliga a tomar una actitud
més comprometida con el trabajo que se hace en la clase. Sin em-
bargo, no es fdcil conseguir gue 1oé alumos pasen a tener una_ac;
titud realmente activa ya que esta sélo puede darse cuando existe
una motivacién profunda que, la mayoria de las veces y por razones
muy diversas (ambiente en que Viven los alumnos, valores socio-cul-
turales dominantes, la propia estructura escolar,;..).es dificil
de descubrir,
Desde un punto de vista matemdtico es importante Que'los alumnos,
que ya saben la mayoria de ellos representar una funcién del tipo
£(x) =ax4b, se. den cuenta que uno de los problemas importantes a re-

solver es precisamente el reciproco, es decir, dada una coleccién

;.1\?’:.

o

de puntos o una’ graflug qaallar la expresién algebraica de la fune
cién correspondiente. .
Ep de notar la gran dificultad que los alumnos tienen de trasla-~

dar los valores de una tabla a una grdfica debido a las dificulta-

des que tienen para graduar correctamente los ejes de coordenadas,
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Observééioﬁés: Uno de los. problemas que pronto se pianteéraﬁ\gp
las clases fue el de la dificultad de operar con fracéiones.-éip
embargo, a diferencia de otros afios, heémos optado ﬁor no dedicar
tiempo alguno a "repasar" el célculo con fracciones; nos hemos li-

mitado a respetar el que ciertos alumnos trabajen casi siempre con

numeros decimales ¥ que otros lo hagan con fracciones, resolviendo

en cada momento las dudas que surgen y haciendo. observar todos a-
quellos casos en que el uso de fracciones facilita el cdlculo 1/o
1a‘exactitud_del mismo. En general, la experiencia.nos‘ha llevado
a pensar que es indtil intentar conseguir un nivel minimo homogéneo
en la clase en una primers fase del curso (para pasar "después" a
ver los’ temas propios del nivel) y que es mds Gtil, aunque més di-
ficil, buscar nuevos .temas y nuevas formas de presentarlos para, '
que todos los alumnos téngan la oportﬁnidad de adoptar una acti-

tud més abierta hacia la asignatura y encuentren motivos suficien—

- tes para iniciar un trabajo_serio,-personal ¥, subjetivamente para

cada uno de ellos, de interés.
Ha  sido interesante constatar las dificultades de los alumnos pa-

ra trabajar con el concepto de razén (a la pregunta de qué es el

nimero N , la mayoria de alumnos contesta que T es 3°14; nadie

dijo que es la razén.del perimetro de la circunferencia al didme—
tro de 1a}misma); sobrq&gdo si pensamos que uno de los temas bési-
cos de la Segunda etapa de EGB es el de proporcionalidad.

Las relaciones que existen entre los lados de tridngulos sem@jan~
tes se utilizd, en.la prdctica, para calcular alturas (de edifi-
clos, por ejempld)-y después para el cdlculo de distancias., Hay
que hacer observar, y asi surgid en algunas discusiones en las
clases, que muchos problemas que aparecen en los libros de texto
sobre el cédlculo de distancias mediante tridngulos semsjantes tis-
piicen la utilizacidén de métodos gque no son viables en la précii-

ca, Pl injents de superar las deficiencias gus. a2stos métodos pre-

sentan supone la_introduccién de las relaciopes que existen entre
los lados y los dngulos de un tridngulo; es éecir, supone la in-
troduccidén de la trigonometria. Si bien es cierto que no inicia~-
mos en este ocasién_su‘estudio, disponemos ahora de situaciones

Yy de problemas que podrian utilizarse muy bien en otro momento
para motivarlo.

Previamente a la utilizacién de las sombraS"proyecﬁadas por'cier-
tos objetos para el cdlculo -de alturas (a la menera de Thales), se
hizo el estudio de la sombra que proyecta una meridiana (un table-
ro de madera de unos 50 e¢m x 70 cm, con una aguja de unos 15 cm
clavada en é1). A raiz de este estudio se ha formado un equipo de
alumnos que construye diversos tipos de relojes de Sol, construc~.

cién que requiere ciertas ideas de astronomia y de dibujo nada tri-

vialeg.
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Observaciones: El estudio de la funcién afin, es decir, el estu-

dio de la interdependencia de dos magnitﬁdes cuyas variaciones.
son proporcionasles, supone unge primera aproximacidén al concepto
de variacién de una funcién y de tasa de variacién y, por lo tan-
to al de nimero-derivade que se ve en segundo curso de BUP.

Es interesante hacer constar las dificuliades que encuentran los
alumnos a la hora de distinguir dos situaciones que desde el pun-
to de vista algebraico son equivalentes: a)hallar la funcidn afin
y=ax+b conocidas las imagenes de dos valores de la variable inde-
pendiente, b) hallar el punto de interseccién de dos rectas. Cabe
la posibilidad que las dificultades nazcan de la diferencia entre
el concepto de "variable" y el concepto de "incdgnita", conceptos

que, incluso histdéricamente, aparecieron por separado.
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Observaciones: La discusién de los temas de astronomia sefialados,

originada por el eglipse de Iuna del dia 9 de Enero de este afio,
pudo apoyarse a su vez en la visita que habiamos hecho antes de
Navidad al Planetario del Museu de la Cidncia de Barcelona, que
ya habia despertado en dlgunos alumnos ‘el ‘interés por esta mate-
ria. En estos momentos, un equipo de diez alumnos intenta repro-
ducir los célculos de Eratéstenes sobre el radio de la Tierra en
colaboracién con el Instituto de Novelda (Alacant).

El trabajo con mepas, como aplicécién de la funcién de proporcio-
nelidad, se ha hecho conjuntamente con la asignatura de Ciencias

Naturales. Se trabajaron mapas de la ciudad y de su comarca. El

‘cdlculo de longitudes de trayectos no rectilineos o de dreas de

figuras no regulares supone en ei fondo una primera aproximacién
al tema de la integral. A partir de los cortes topogrdficos que
elaboraron'los alumnOS'es posible introducir el concepto de pen-

diente de una curva ¥y por lo tanto aproximarnocs, un poco mis, a

,concepte de nimero-derivada.

En la linea de -trabajo interdiéciplinar, el trabajo sobre mapas

de la ciudad llevd a Ia clase, incluso,.a plantearae.algunas cues—'

tiones de historia lo al, - . i
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